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~#Akademia Sztuki Kwantowej: Szkolenia z obliczen kwantowych i Sl
kreujace innowacyjne spoteczenstwo

Projekt finansowany ze srodkéw budzetu paristwa, przyznanych przez Ministra
Edukacji i Nauki w ramach Programu ,,Nauka dla Spotfeczernstwa I1”

» Numer projektu: NdS-11/SP/0222/2024 /01

> Termin realizacji: od 03/04/2024 do 03/04/2026

» Zrédto finansowania: Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego
» Nazwa programu i modut: Nauka dla Spoteczenstwa Il
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-#| etap szkolen — wyktady online

» Elementy rachunku prawdopodobienstwa.

v

Elementy statystyki matematycznej.

v

Podstawy uczenia maszynowego.

Elementy algebry liniowe;.
Algorytmy numeryczne znajdujace minimum lokalne zadanej funkcji celu.

Wprowadzenie do obliczen kwantowych.

vVvyyvyy

Algorytmy kwantowe.
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-#| etap szkolen — wyktady online

INSTYTUT INFORMATYKI TEORETYCZNEJ i STOSOWANEJ

POLSKIEJ AKAD

44-100 Gliwice, ul. Baltycka 5. NIP 631-011-22-45
tel. +48 32 2317319, fax 2317026, REGON 000564702

T 3 /TS

Sugerowana kolejnos¢ odtwarzania
dotychczas udostepnionych wykladow

Wyktad otwierajacy Akademig Sztuki Kwantowej (wyktad na Zywo z dnia 7.12.24)

OBLICZENIA KWANTOWE (OK)
Elementy algebry liniowej — cz. 1

Elementy algebry liniowej — cz. 2

Wyktlad otwierajacy blok tematyczny OK
(wyktad na Zywo z dnia 7.12.24)

Wprowadzenie do obliczefn kwantowych
Pomiary kwantowe

Informacja klasyczna i kwantowa

Zakaz klonowania

Kryptografia

KLASYCZNE UCZENIE MASZYNOWE (KUM)
Elementy rachunku prawdopodobiefistwa — cz. 1
Elementy rachunku prawdopodobienstwa — cz. 2
Elementy statystyki matematycznej — cz. 1
Elementy statystyki matematycznej — cz. 2

Wyktad otwierajacy blok tematyczny KUM
(wyklad na zywo z dnia 7.12.24)

Perceptron
Sieci MLP

Sieci MLP (analiza)

Statystyczne metody uczenia maszynowego
— wprowadzenie
Statystyczne metody uczenia maszynowego




-#| etap szkolen — wyktady online

> Elementy rachunku prawdopodobienstwa.

v

Elementy statystyki matematycznej.

P Podstawy uczenia maszynowego.

> Elementy algebry liniowej.

> Algorytmy numeryczne znajdujace minimum lokalne zadanej funkgcji celu.
pytania: piotr@piotrgawron.eu

> Wprowadzenie do obliczen kwantowych.

> Algorytmy kwantowe.
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~#Ankieta oceny jakosci szkolen Akademii Sztuki Kwantowe;j

| etap szkolet Akademii Sztuki Kwantowe;j - termin |
7gru2024,11:00 — 11 sty 2025, 17:00 Europe/Warsaw

grafik_wykladow_o. kadra_dydaktyczna opis_blokéw_temat. Sugerowana kolejn.

Ankiety o
v

Ankieta oceny jakosci szkolert Akademii Sztuki Kwantowej

7 GRUDNIA

AREVN — 12:30 Pod: y bliczen k ychi Sl O1h30mn Z v

Zapoznanie z nig i wpro do nastepujgcych czterech blokéw tematycznych:
1. Elementy rachunku prawdopodobieristwa.

2. Elementy statystyki matematycznej.

3. Elementy algebry liniowej.

4. Algorytmy numeryczne znajdujace minimum lokalne zadanej funkcji celu.

Wskazanie, w jakim stopniu i dlaczego bedg one istotne realizacji dalszej tresci szkolen.

Udostepnienie (na okres 5 tygodni) nagran okoto 8h wyktadéw dotyczgcych nastepujgcych zagadnier (wyktady bedg udostepniane stopniowo):

&

Elementy rachunku prawdopodobieristwa i statystyki matematycznej:



~#1| etap szkoleh — warsztaty teoretyczno-praktyczne (wstepny grafik)

Uczenie maszynowe
> Torun, 31.05-1.06.25;
> Krakéw, 13-14.09.25;
> Warszawa, 4-5.10.25.

Uczenie architektur kwantowych
» Torun, 5-6.04.25;
» Chorzéw, 24-25.05.25;
> Poznan, 20-21.09.25.
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~#111 etap szkoleh — warsztaty i projekty zespotowe (wstepny grafik)

Kwantowe sieci neuronowe i kwantowe metody jadrowe
> Krakéw, 18-19.10.25;
> Warszawa, 15-16.11.25;
> Gdansk, 14-15.03.26.

Kwantowe wyzarzanie kombinatorycznych probleméw optymalizacyjnych
» Chorzéw, 4-5.10.25;
» Poznan, 17-18.01.26;
> Gdansk, 21-22.03.26.

1ITiS PAN ask.iitis.pl



Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Elementy rachunku prawdopodobienstwa
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Elementy rachunku prawdopodobienstwa

~*Elementy rachunku prawdopodobienstwa

> Modelowanie doswiadczenia losowego za pomoca przestrzeni probabilistyczne;j.
> Zmienna losowa, jej rozktad i dystrybuanta.
P> Zmienna losowa dyskretna i absolutnie ciggta.

> Centralne twierdzenie graniczne.
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Elementy rachunku prawdopodobienstwa

~#Przestrzen probabilistyczna

Definicja
Przestrzenig probabilistyczna nazywamy tréjke (€2, 7. ), sktadajaca sie z:
> niepustego zbioru () (przestrzen zdarzen elementarnych),
> odpowiedniego zbioru 7 (przestrzen zdarzen losowych) podzbioréw zbioru £2,
> miary probabilistyczne], czyli funkcji P : 7 — [0, 1], takiej ze
(1) P(Q) =1,
(2) dla roztacznych Ay, Ay ... € F zachodzi P (A U As UL ) = P(A) +P(Ay) + ..
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Elementy rachunku prawdopodobienstwa

==/mienna losowa

Zmienna losowa

Funkcja X : © — R, ktéra kazdemu mozliwemu wynikowi do$wiadczenia losowego
przypisuje warto$¢ rzeczywista.




==/mienna losowa

Zmienna losowa

Funkcja X : © — R, ktéra kazdemu mozliwemu wynikowi do$wiadczenia losowego
przypisuje warto$¢ rzeczywista.

Zmienna losowa dyskretna

Przyjmuje tylko skonczong lub przeliczalng liczbe wartosSci.
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==/mienna losowa

Zmienna losowa

Funkcja X : © — R, ktéra kazdemu mozliwemu wynikowi do$wiadczenia losowego
przypisuje warto$¢ rzeczywista.

Zmienna losowa dyskretna

Przyjmuje tylko skonczong lub przeliczalng liczbe wartosci.

Zmienna losowa ciagta

Teoretycznie moze przyja¢ dowolng wartos¢ z okre$lonego przedziatu.
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobienstwa




Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

~#/mienna losowa dyskretna

> Rozktad zmiennej losowej X dyskretnej okreslamy wskazujac pary (., p;) odpowiednio:
> wartosci tej zmiennej
> i prawdopodobiefistw, z jakimi s3 one przyjmowane (p; := P(X = 2)).
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

~#/mienna losowa dyskretna

> Rozktad zmiennej losowej X dyskretnej okreslamy wskazujac pary (., p;) odpowiednio:
> wartosci tej zmiennej
> i prawdopodobiefistw, z jakimi s3 one przyjmowane (p; := P(X = 2)).
Zbiér tych par

{(z1,p1), (z2,p2),...}

nazywamy baza.

~
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

~#/mienna losowa dyskretna

> Rozktad zmiennej losowej X dyskretnej okreslamy wskazujac pary (., p;) odpowiednio:
> wartosci tej zmiennej
> i prawdopodobiefistw, z jakimi s3 one przyjmowane (p; := P(X = 2)).
Zbiér tych par

{(z1,p1), (z2,p2),...}

nazywamy baza.

Ty | T2 | T3
P1 | P2 | P3

~
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

=#/mienna losowa dyskretna

> Rozktad zmiennej losowej X dyskretnej okreslamy wskazujac pary (., p;) odpowiednio:
> wartosci tej zmiennej
> i prawdopodobiefistw, z jakimi s3 one przyjmowane (p; := P(X = 2)).
Zbiér tych par

{(z1,p1), (x2,p2),...}

nazywamy baza.

Ty | T2 | T3
P1 | P2 | P3

P Dystrybuanta zmiennej losowej X dyskretne;:
Fx(z)=P(X<z)= Y i &
i, <T X7
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

~#Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobienstwa

> Rozktad dwupunktowy.
> Rozktad dwumianowy.
> Rozktad Poissona.

> Rozktad geometryczny.
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

-#Rozktad Poissona

P> Zmienna losowa X ma rozktad Poissona o parametrze A > 0, je$li X przyjmuje wartosci
ze zbioru {0,1,2,...} oraz

1
P(X =k) = HA’%” dla kazdego k€ {0,1,...}.

» Oznaczenie: X ~ Pois()\).
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

-#Rozktad Poissona
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

-#Rozktad Poissona

1.0f —— ——
0.85— _— . —__
0.65— B —_ _—
W T B A
0.25— B B ___
e L
5 10 15 20 25 30

Rysunek: Dystrybuanta rozktadu Poissona (dla parametréw: A =5, A = 10 i A = 20). v
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

~+Rozktad Poissona

Uwaga
Rozktad Poissona jest zazwyczaj wykorzystywany w sytuacjach, w ktérych liczymy wystapienia
pewnych zdarzen w jednostce czasu lub przestrzeni.

Przyktad
» Liczymy liczbe klientéw, ktérzy odwiedzaja dany sklep miedzy 13:00 a 14:00.
> Na podstawie danych z poprzednich dni wiemy, ze Srednio 15 klientéw odwiedza ten sklep
miedzy 13:00 a 14:00.

» Zmienna losowa X ~ Pois(A = 15) wtasciwie opisuje losowa liczbe klientéw w tym
sklepie (miedzy 13:00 a 14:00).

1ITiS PAN



Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

-#Rozktad Poissona

Przyktad

Przyjmijmy, ze liczba wiadomosci e-mail, ktére otrzymuje pewnien pracownik w ciggu dnia
roboczego, moze by¢ modelowana za pomoca rozktadu Poissona, przy sredniej liczbie 0,2
wiadomosci na minute. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w ciaggu 5 minut nie otrzyma on
zadnej wiadomosci?

IITiS PAN ask.ii I 20/67



Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

~+Rozktad Poissona

Przyktad

Przyjmijmy, ze liczba wiadomosci e-mail, ktére otrzymuje pewnien pracownik w ciggu dnia
roboczego, moze by¢ modelowana za pomoca rozktadu Poissona, przy sredniej liczbie 0,2
wiadomosci na minute. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w ciaggu 5 minut nie otrzyma on
zadnej wiadomosci?

» Niech Y bedzie zmienna losowa opisujaca liczbe wiadomosci e-mail, ktére pracownik
otrzymat w dowolnym pieciominutowym odstepie czasu.
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

~+Rozktad Poissona

Przyktad

Przyjmijmy, ze liczba wiadomosci e-mail, ktére otrzymuje pewnien pracownik w ciggu dnia
roboczego, moze by¢ modelowana za pomoca rozktadu Poissona, przy sredniej liczbie 0,2
wiadomosci na minute. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w ciaggu 5 minut nie otrzyma on
zadnej wiadomosci?

» Niech Y bedzie zmienna losowa opisujaca liczbe wiadomosci e-mail, ktére pracownik
otrzymat w dowolnym pieciominutowym odstepie czasu.

> Wtedy Y ~ Pois(A) z A =5(0,2) = 1.
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Przykfady dyskretnych rozktadéw prawdopodobierstwa

Elementy rachunku prawdopodobienstwa

~+Rozktad Poissona

Przyktad

Przyjmijmy, ze liczba wiadomosci e-mail, ktére otrzymuje pewnien pracownik w ciggu dnia
roboczego, moze by¢ modelowana za pomoca rozktadu Poissona, przy sredniej liczbie 0,2
wiadomosci na minute. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w ciaggu 5 minut nie otrzyma on

zadnej wiadomosci?

» Niech Y bedzie zmienna losowa opisujaca liczbe wiadomosci e-mail, ktére pracownik
otrzymat w dowolnym pieciominutowym odstepie czasu.

> Wtedy Y ~ Pois(A) z A =5(0,2) = 1.

g 1 1 1
_ _ 0,_—X _ 0_—-1__ ~
B(Y =0) = 5\% = 5% =~ ~0,3679.
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Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

Elementy rachunku prawdopodobienstwa

~#Rozktad Poissona jako przyblizenie rozktadu dwumianowego

Uwaga

Rozktad Poissona z parametrem \ > 0 mozna traktowaé jako granice ciagu rozktadéw
dwumianowych z parametrami n 1 p = A\/n, n € N (fakt ten czesto wykorzystuje sie

w praktyce, gdyz w wielu zastosowaniach rozktad Poissona jest wygodniejszy do obliczen niz

rozktad dwumianowy, zwtaszcza dla duzych wartosci n).

~

21/67

ask.iitis.pl
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

~#Rozktad Poissona jako przyblizenie rozktadu dwumianowego

Uwaga
Rozktad Poissona z parametrem \ > 0 mozna traktowaé jako granice ciagu rozktadéw
dwumianowych z parametrami n 1 p = A\/n, n € N (fakt ten czesto wykorzystuje sie

w praktyce, gdyz w wielu zastosowaniach rozktad Poissona jest wygodniejszy do obliczen niz

rozktad dwumianowy, zwtaszcza dla duzych wartosci n).

Twierdzenie

Ustalmy A > 0 i rozwazmy zmienne losowe X,, ~ B(n,p = %) dla n € N. Wtedy, dla kazdego

ke {0,1,...}, mamy
lim P (X, = k) =

n—00 k!

IITiS PAN iitis.pl
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

~*Rozktad geometryczny

> Zmienna losowa X ma rozktad geometryczny o parametrze p (0. 1], jesli X przyjmuje
wartosci naturalne oraz

P(X = k) =p(l—p)" ' dlakazdego ke {1,2,...}.

> Oznaczenie: X ~ Geo(p).
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

~*Rozktad geometryczny

0.25¢
0.20
0.151
010}
®
S
r S e
0.05[- ® e, R
r » ® o ° o
r [} ® e ® o o o °
1 , L] [ ] = * = = = = & = = = = &
5 10 15 20
Rysunek: Rozktad geometryczny (dla parametréw: p =0,1ip =0,5).




Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

~*Rozktad geometryczny

1.0F e
08+ __ __——_____
06 _—__
S
B
-_ 1 1 1 1
5 10 15 20

Rysunek: Dystrybuanta rozktadu geometrycznego (dla parametréw: p = 0,1 p = 0,5). v
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

~*Rozktad geometryczny

Uwaga

Eksperyment losowy stojacy za rozktadem geometrycznym wyglada nastepujaco:

> Zatbézmy, ze rzucamy stronnicza monetg (P(orzet) = p oraz P(reszka) = 1 — p), az do
momentu uzyskania orfa.

IITiS PAN ask.iitis.pl



Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

~#Rozktad geometryczny

Uwaga
Eksperyment losowy stojacy za rozktadem geometrycznym wyglada nastepujaco:

> Zatbézmy, ze rzucamy stronnicza monetg (P(orzet) = p oraz P(reszka) = 1 — p), az do
momentu uzyskania orfa.

P> Zmienna losowa X, ktéra opisuje taczng liczbe rzutéw moneta w tym eksperymencie, ma
rozktad geometryczny o parametrze p.

IITiS PAN
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady dyskretnych rozktadéw prawdopodobieristwa

~*Rozktad geometryczny

Uwaga
Eksperyment losowy stojacy za rozktadem geometrycznym wyglada nastepujaco:

> Zatbézmy, ze rzucamy stronnicza monetg (P(orzet) = p oraz P(reszka) = 1 — p), az do
momentu uzyskania orfa.

P> Zmienna losowa X, ktéra opisuje taczng liczbe rzutéw moneta w tym eksperymencie, ma
rozktad geometryczny o parametrze p.

Mozna mysle¢ o tym eksperymencie jako o powtarzaniu niezaleznych préb Bernoulliego az do
momentu zaobserwowania pierwszego sukcesu.

~
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

Przyktady rozktadéw prawdopodobienstwa typu ciagtego




Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

=#/mienna losowa absolutnie ciggta

Zmienng losowg X nazywamy absolutnie ciggfg,




Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

=#/mienna losowa absolutnie ciggta

Zmienng losowa X nazywamy absolutnie ciggty, jesli
Fylr)=P(X <) = / fy(u)du da dowolnego u € R
— 00

dla pewnej nieujemnej funkcji [,
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

=#/mienna losowa absolutnie ciggta

Zmienng losowa X nazywamy absolutnie ciggty, jesli

Fy(o)=P(X <) = / Fy(u)du dla dowolnego u € R

dla pewnej nieujemnej funkcji /v, zwanej funkcjg gestosci zmiennej X.
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

=#/mienna losowa absolutnie ciggta

Zmienng losowa X nazywamy absolutnie ciggfa, jesli
Fy(o)=P(X <) = / Fy(u)du dla dowolnego u € R
— 00

dla pewnej nieujemnej funkcji fy, zwanej funkcja gestosci zmiennej X.

> Rozktad zmiennej losowej X absolutnie ciagtej:

P(X € A) = / fe(u)du dla ACR.
A

~
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

~#Przyktady rozktadéw prawdopodobienstwa typu ciagtego

> Rozktad jednostajny na odcinku.
> Rozktad normainy.

> Rozktad normalny standardowy.
> Rozkfad wyktadniczy.
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

~*Rozktad wyktadniczy
> Zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy o parametrze A > 0, jesli X przyjmuje
wartosci rzeczywiste nieujemne oraz

Fx (@) = e M odlax >0
-~ 10 W przeciwnym razie.

> Oznaczenie: X ~ Fup()).




Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

~*Rozktad wyktadniczy

> Zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy o parametrze A > 0, jesli X przyjmuje
wartosci rzeczywiste nieujemne oraz
Ae M dlaz >0
fx(z) = 0 w . .
przeciwnym razie.

> Oznaczenie: X ~ Fup()).

» Dystrybuanta:

0 dlaz <0
FX(m):{ 1™ dlaz>0.
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

~*Rozktad wyktadniczy

5

L \F L L .

0.5 1.0 1.5 2.0 25

Rysunek: Rozktad wykfadniczy (dla parametréw: A = 0,5, A=11i A =5). v




Elementy rachunku prawdopodobienstwa Przyktady rozkfadéw prawdopodobienstwa typu ciggtego

~*Rozktad wyktadniczy

1.0

0.8
0.6
0.4

0.2

1 2 3 4

Rysunek: Dystrybuanta rozktadu wyktadniczego (dla parametréw: A = 0,5, A=11i A =5).
N2
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

~#Rozktad wyktadniczy o parametrze A\ > 0

Uwaga
Rozktad wyktadniczy mozna traktowac jako ciagty odpowiednik rozktadu geometrycznego.

Przypomnijmy, ze eksperyment losowy stojacy za rozktadem geometrycznym to rzucanie
moneta az do momentu zaobserwowania orta.
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

~#*Rozktad wyktadniczy o parametrze A > 0

Uwaga
Rozktad wyktadniczy mozna traktowac jako ciagty odpowiednik rozktadu geometrycznego.
Przypomnijmy, ze eksperyment losowy stojacy za rozktadem geometrycznym to rzucanie
moneta az do momentu zaobserwowania orta.
Zatézmy, ze
> rzuty moneta odbywaja sie co A sekundy
(dla matych A: rzuty odbywaja sie niemal natychmiast jeden po drugim);

1ITiS PAN iitis.pl
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

~#*Rozktad wyktadniczy o parametrze A > 0

Uwaga
Rozktad wyktadniczy mozna traktowac jako ciagty odpowiednik rozktadu geometrycznego.
Przypomnijmy, ze eksperyment losowy stojacy za rozktadem geometrycznym to rzucanie
moneta az do momentu zaobserwowania orta.
Zatézmy, ze
> rzuty moneta odbywaja sie co A sekundy
(dla matych A: rzuty odbywaja sie niemal natychmiast jeden po drugim);
> prawdopodobienstwo sukcesu (otrzymania orta) w kazdej prébie wynosi p = A\
(dla matych A: jest bardzo mate).

IITiS PAN



Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

~#*Rozktad wyktadniczy o parametrze A > 0

Uwaga

Rozktad wyktadniczy mozna traktowac jako ciagty odpowiednik rozktadu geometrycznego.

Przypomnijmy, ze eksperyment losowy stojacy za rozktadem geometrycznym to rzucanie
moneta az do momentu zaobserwowania orta.
Zatézmy, ze
> rzuty moneta odbywaja sie co A sekundy
(dla matych A: rzuty odbywaja sie niemal natychmiast jeden po drugim);
> prawdopodobienstwo sukcesu (otrzymania orta) w kazdej prébie wynosi p = A\
(dla matych A: jest bardzo mate).

Niech X bedzie losowym czasem, po ktérym zaobserwujemy pierwszy "sukces”. Wtedy rozktad

zmiennej losowej X zbiega do rozkfadu wyktadniczego Exp(A), gdy A dazy do zera.

v
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

~#Rozktad wyktadniczy o parametrze A\ > 0

Uwaga
Niech X ~ Exp(\) dla A > 0. Wtedy X ma wtasno$¢ braku pamieci, tzn.

PX >z+4+alX >a)=P(X >z) dla a,z>0.

1ITiS PAN



Elementy rachunku prawdopodobieristwa Przyktady rozktadéw prawdopodobieristwa typu ciggtego

~#*Rozktad wyktadniczy o parametrze A > 0

Uwaga
Niech X ~ Exp(A) dla A > 0. Wtedy X ma wtasno$¢ braku pamieci, tzn.

PX >z+4+alX >a)=P(X >z) dla a,z>0.

Z punktu widzenia oczekiwania na pierwszy sukces, wiasno$¢ braku pamieci oznacza, ze nie
ma znaczenia, jak dtugo czekalismy do tej pory. Jesli nie zaobserwowali$my sukcesu do czasu
a, rozktad czasu oczekiwania (od momentu a) na nastepny sukces jest taki sam, jak gdybysmy
zaczynali od momentu zero.
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

Centralne twierdzenie graniczne (CTG)




Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

-#Centralne twierdzenie graniczne

Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

Dany jest ciag
X1, Xo,..., Xy,

niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

-#Centralne twierdzenie graniczne

Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

Dany jest ciag
leXQa‘ : 'aXn

niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
(zmienne maja jednakowe wartosci oczekiwane i wariancje:

E(X))=...=E(X,)=m, D}X))=...=

DX(X,) = o?)
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

-#Centralne twierdzenie graniczne

Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

Dany jest ciag
leXQa ce 7X7L

niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
(zmienne maja jednakowe wartosci oczekiwane i wariancje:

E(X))=...=E(X,)=m, D*X))=...=D*X,) =%

Woéwczas dla odpowiednio duzych n rozktad zmiennej losowej

Zp=X1+Xo+...+X,

mozna przybliza¢ rozktadem normalnym A (nm,o?n).
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Elementy rachunku prawdopodobienstwa

=»Centralne Twierdzenie Graniczne

Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

Uwaga

Przypusémy, ze interesujaca nas zmienna losowa jest suma duzej liczby niezaleznych
zmiennych losowych (o skoiczonej wariancji).




Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

=»Centralne Twierdzenie Graniczne

Uwaga

Przypusémy, ze interesujaca nas zmienna losowa jest suma duzej liczby niezaleznych
zmiennych losowych (o skoiczonej wariancji).

Dzieki CTG wiemy, ze rozktad tej zmiennej mozna aproksymowac rozktadem normalnym,
szczegblnie gdy liczba sktadnikéw jest duza.

36/67
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

==Centralne Twierdzenie Graniczne

Uwaga

Przypusémy, ze interesujaca nas zmienna losowa jest suma duzej liczby niezaleznych
zmiennych losowych (o skonczonej wariancji).

Dzieki CTG wiemy, ze rozktad tej zmiennej mozna aproksymowac rozktadem normalnym,
szczegblnie gdy liczba sktadnikéw jest duza.

Przyktady:

> Btedy pomiaréw laboratoryjnych: Zazwyczaj s3 modelowane jako zmienne losowe
o rozktadzie normalnym, poniewaz powstaja w wyniku sumowania wielu drobnych,

niezaleznych btedéw.
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Elementy rachunku prawdopodobienistwa | Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

==Centralne Twierdzenie Graniczne

Uwaga
Przypusémy, ze interesujaca nas zmienna losowa jest suma duzej liczby niezaleznych
zmiennych losowych (o skonczonej wariancji).
Dzieki CTG wiemy, ze rozktad tej zmiennej mozna aproksymowac rozktadem normalnym,
szczegblnie gdy liczba sktadnikéw jest duza.
Przykfady:
> Btedy pomiaréw laboratoryjnych: Zazwyczaj s3 modelowane jako zmienne losowe
o rozktadzie normalnym, poniewaz powstaja w wyniku sumowania wielu drobnych,
niezaleznych btedéw.
> Prébki populacji: Gdy losowo pobieramy prébke z populacji w celu uzyskania wiedzy
statystycznej na jej temat, mozemy modelowa¢ wynikowa statystyke (np. $rednig
probkowa) jako zmienna losowa o rozktadzie normalnym.




Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

=»Centralne Twierdzenie Graniczne

Uwaga
CTG w wielu przypadkach moze znaczaco uprosci¢ obliczenia.

Przykfad:

> Jesli mamy problem, w ktérym interesuje nas suma tysigca niezaleznych zmiennych
losowych, znalezienie rozktadu tej sumy metodg bezposrednich obliczen moze okazac sie
niezwykle trudne.

1ITiS PAN ask.iitis.pl 37/67




Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

==Centralne Twierdzenie Graniczne

Uwaga
CTG w wielu przypadkach moze znaczaco uprosci¢ obliczenia.
Przykfad:

> Jesli mamy problem, w ktérym interesuje nas suma tysigca niezaleznych zmiennych

losowych, znalezienie rozktadu tej sumy metodg bezposrednich obliczen moze okazac sie

niezwykle trudne.

Natomiast jesli znamy $rednia i wariancje zmiennych losowych X;, to (korzystajac z CTG)

mozemy od razu zapisa¢ rozktad.
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

==Centralne Twierdzenie Graniczne

Uwaga
CTG w wielu przypadkach moze znaczaco uprosci¢ obliczenia.
Przykfad:

> Jesli mamy problem, w ktérym interesuje nas suma tysigca niezaleznych zmiennych

losowych, znalezienie rozktadu tej sumy metodg bezposrednich obliczen moze okazac sie
niezwykle trudne.

Natomiast jesli znamy $rednia i wariancje zmiennych losowych X;, to (korzystajac z CTG)
mozemy od razu zapisa¢ rozktad.

Uwaga

Powszechnie uznaje sig, ze jesli n > 30, to przyblizenie rozktadem normalnym jest bardzo
dobre.

o
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

~#Jak stosowa¢ CTG?

1. Zapsujemy zmienng losowa, ktdéra nas interesuje, Y, jako sume n niezaleznych zmiennych
losowych:

YV = Xy 4 Xyt ...+ X, takich, ze m =E(X;), 07 = D*(X;).

2. Wyliczamy E(Y) i D?(Y'), pamietajac o tym, ze (V') = nimn, D?(V) = no”.
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

~#Jak stosowa¢ CTG?

1. Zapsujemy zmienng losowa, ktdéra nas interesuje, Y, jako sume n niezaleznych zmiennych
losowych:

YV = Xy 4 Xyt ...+ X, takich, ze m =E(X;), 07 = D*(X;).
2. Wyliczamy E(Y) i D?(Y'), pamietajac o tym, ze (V') = nimn, D?(V) = no”.

3. Zgodnie z CLT, rozktad zmiennej losowe]

Y -EY) Y -nm
/DY)  /no

mozemy przybliza¢ rozktadem normalnym standardowym.
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

~#Jak stosowa¢ CTG?

4. Aby znalez¢ P(y; <Y < y2), mozemy zapisaé

IFD<yl—nm<Y—nm yg—nm)

V.
§
R
N
S
R

yl—nm <y2—nm>

(M <zt
(Z n) R (2 )
‘D<”_”m) o (L),

P
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

= Jak stosowaé Centralne Twierdzenie Graniczne

Przyktad

W systemie komunikacyjnym kazdy pakiet danych sktada sie z 1000 bitéw. Z powodu szumow,
kazdy bit moze zostaé odebrany z btedem z prawdopodobienstwem 0, 1. Zaktada sie, ze btedy
bitéw zachodza niezaleznie. Znajdz prawdopodobieristwo, ze w danym pakiecie danych
bedzie wiecej niz 120 btedéw.
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

= Jak stosowaé Centralne Twierdzenie Graniczne

Przyktad

W systemie komunikacyjnym kazdy pakiet danych sktada sie z 1000 bitéw. Z powodu szumow,
kazdy bit moze zostaé odebrany z btedem z prawdopodobienstwem 0, 1. Zaktada sie, ze btedy
bitéw zachodza niezaleznie. Znajdz prawdopodobieristwo, ze w danym pakiecie danych
bedzie wiecej niz 120 btedéw.

Dla kazdego ¢ € N niech X; bedzie nastepujaca zmienna losows:

Y = 1 jesli ¢-ty bit zostat odebrany z btedem
"] 0 w przeciwnym razie.
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

~#Jak stosowa¢ CTG?

X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roktadzie dwupunktowym
z parametrem p = 0, 1, wiec

m=EX;)=p=0,1 i o =D*X;)=p(l—-p)=0,09.
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

~#Jak stosowa¢ CTG?

X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roktadzie dwupunktowym
z parametrem p = 0, 1, wiec

m=EX;)=p=0,1 i o =D*X;)=p(l—-p)=0,09.

Niech
Y=X1+4+...4+ Xi000-
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

~#Jak stosowa¢ CTG?

X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roktadzie dwupunktowym
z parametrem p = 0, 1, wiec

m=EX;)=p=0,1 i o =D*X;)=p(l—-p)=0,09.

Niech
Y=X1+4+...4+ Xi000-

Chcemy znalezé P(Y > 120).
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Elementy rachunku prawdopodobieristwa Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

== Jak stosowaé CTG?

X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roktadzie dwupunktowym
z parametrem p = 0, 1, wiec

m=EX;)=p=0,1 i o =D*X;)=p(l—-p)=0,09.
Niech
Y=X1+4+...4+ Xi000-
Chcemy znalez¢ P(Y > 120). Korzystajac z CLT (oraz tablic rozktadu normalnego), mamy
Y —nm 120 —nm 120 — 1000 % 0.1
P(Y > 120 :]P< >—]P><Z> )z
( ) vn vn 4/1000 * 0.09

20
=1-PlZ<—=|~=1-®(20/v90) =1—-(2.11) =1 — 0.9826 = 0.0174.
g rgo) (20/0) =1 - w21
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Elementy statystyki matematycznej

Elementy statystyki matematyczne;
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Elementy statystyki matematycznej

~#Elementy statystyki matematyczne;j

> Statystyka opisowa a statystyka matematyczna.
> Teoretyczne podstawy wnioskowania statystycznego.
> Weryfikacja hipotez statystycznych.

> Testy roznicy $rednich dla obserwacji powigzanych w pary. Sparowany test ¢ i test
Wilcoxona dla par obserwacji.

> Testy zgodnosci. Testy normalnosci rozktadu. Test Shapiro-Wilka.
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Elementy statystyki matematycznej

= Testy statystyczne w Pythonie

(  https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.ttest_1samp.html [CIRA a3 m = ¥
@scipy Installing @ User Guide AP reference Building from source Development ~ Release notes 1.15.0 (stable)

Q Search | Ctr [+ K
& > SciPy APl > Statistical functions ( scipy.stats) > ttest lsamp
oy

Section Navigation n this page

trest_tsamp
id scipy.stats.
scipy.cluster
pyeonsants ttest_lsamp
soprdtases ttest_1samp(a, popmean, axis=0, nan_policy='propagate’, alternative='two-sided’,
scipy.differentiate X hezpdims:Fang) [source]
syt Calculate the T-test for the mean of ONE group of scores.

scipyftpack
X This is a test for the null hypothesis that the expected value (mean) of a sample of independent
scipyintegrate
observations a is equal to the given population mean, popmean.
scipy.nterpolate

scipyio Parameters:
scipy.linalg a : array like
scipyndimage Sample observations.
scipy.odr popmean : float or array_like

Expected value in null hypothesis. If array_like, then its length along axis must equal 1,

and it must otherwise be broadcastable with a.

scipy.optimize

scipy.signal

scipy.sparse axis : int or None, default: 0

scipy.spatial If an int, the axis of the input along which to compute the statistic. The statistic of each

wipyspecial axis-slice (e.g. row) of the input will appear in a corresponding element of the output. If
) None , the input will be raveled before computing the statistic.

scipystats

nan_policy : {‘propagate’, ‘omit’, raise’}

= Defines how to handle input NaNs.




Elementy algebry liniowej

Elementy algebry liniowe;j
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Elementy algebry liniowej

~+Elementy algebry liniowej

> Liczby zespolone.
> Wektory. lloczyn skalarny wektoréw. Notacja Diraca.

> Baza i wymiar przestrzeni wektorowej. Norma euklidesowa. Wektory unormowane
i ortogonalne.

> Macierze i dziatania wykonywane na macierzach.
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Elementy algebry liniowej

~#Wektor n-wymiarowy i notacja Diraca

Wektor n-wymiarowy
n-wymiarowym wektorem v nazywamy uporzgdkowang tablice n liczb: xq,x2, ..., xy.
z1
T2 ) P
)= .| (posta¢ kolumnowa) (u| = [331 Ty - xn] (postaé wierszowa)
xn
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Elementy algebry liniowej

==Macierz

Definicja
Macierzg nazywamy prostokatng tablice liczb (rzeczywistych badZ zespolonych), symboli
lub wyrazen.
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Elementy algebry liniowej

==Macierz

Definicja
Macierzg nazywamy prostokatng tablice liczb (rzeczywistych badZ zespolonych), symboli
lub wyrazen.

Przyktad
Przyktad macierzy o wymiarach m x n:
a1 a2 - Qip
= as1 a.22 Tt Q2p
am1 ar;12 Amn,
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Elementy algebry liniowej lloczyn macierzy

lloczyn macierzy




Elementy algebry liniowej lloczyn macierzy

“#lloczyn macierzy
Dane s3 macierze A € K™ oraz B € K", takie ze

ail a2 - Al bir bz -+ bin

asy a2 - Qg bar b2 -+ boy
A= . . o, B=1|. . .

Aml Am2 - Qmk bk:l bk:2 e bkn

Wynikiem pomnozenia macierzy A przez macierz B jest macierz C € K" postaci

C11 C12 T Cln

C21 C2 - Con
C= . . ) . 5

Cml Cm2 - Cmn

gdzie co,, = a21b1y + a22b2y, + ... 4 agibi, dla i € {1,2, . ,m}, j € {1,2. .. ,n}.




Elementy algebry liniowej lloczyn macierzy

“#lloczyn macierzy

(a1l <a1!1b31> (allz2> e (al\gn>
AB - <a:2| [|b1> bs) |bn>} _ <a2:| 1) <a2:| 2) (a2! n)
(am| (amlb1) (amlb2) -+ (am|bn)
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Elementy algebry liniowej lloczyn macierzy

“#lloczyn macierzy — zapis ulatwiajacy odczytanie wymiaru macierzy
wynikowe;j

- O

o ~1
_ 1 L _

-2 40 ][00 0507 L-Z —f]
\o 2 =1 {040-1 o—z-zj L1 -y
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Elementy algebry liniowej lloczyn macierzy

“#lloczyn macierzy — w WolframAlpha

¥ WolframAlpha

(21,0020 00112} oo
$¥ NATURAL LANGUAGE | fFa MATH INPUT [ EXTENDED KEYBOARD 33 EXAMPLES 4 upLoap ¢ COmPuteinput
Input
(—Z 10 )[(1) 01]
0 2 -1 1 2

Result [+ Step-by-step solution
(52

-1 -4
Dimensions [+ Step-by-step solution . .
2 (rows) XZICOIUmﬂS\ v
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Elementy algebry liniowej lloczyn macierzy

“#lloczyn zewnetrzny wektoréw

Definicja
Wynikiem iloczynu zewnetrznego wektora kolumnowego |u) i wektora wierszowego (v| jest
macierz
x1 riyr r1y2 -0 T1Ym
z2 T2yir ZT2Yy2 - T2Ym
= v ] =
In InY1 TnlY2 - TnlYm
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Elementy algebry liniowej lloczyn macierzy

“#lloczyn zewnetrzny wektoréw

Definicja
Wynikiem iloczynu zewnetrznego wektora kolumnowego |u) i wektora wierszowego (v| jest
macierz
T riyr r1y2 -0 T1Ym
z2 T2yir ZT2Yy2 - T2Ym
= v ] = T
In InY1 TnlY2 - TnlYm
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Elementy algebry liniowej lloczyn zewnetrzny wektoréw

lloczyn zewnetrzny wektoréw




lementy algebry liniowej lloczyn zewnetrzny wektoréw

~#lloczyn zewnetrzny wektoréw (widziany jako iloczyn macierzy)

e REC ]
2 Lru 28 2. T2 16 -8
D e ) < ]~ -8y
R R L 2.(-4) 2 16 -8
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Elementy algebry liniowej lloczyn skalarny wektoréw

lloczyn skalarny wektoréw




Elementy algebry liniowej lloczyn skalarny wektoréw

~#lloczyn skalarny wektoréw (widziany jako iloczyn macierzy)

2
-4
A

48 -43fs-e | - Fu]om
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“#lloczyn skalarny wektoréw — w WolframAlpha

¥ WolframAlpha

{ {1,8-4}{2,1,2} =]

& NATURAL LANGUAGE | [fa MATH INPUT EH EXTENDED KEYBOARD i EXAMPLES 4 UPLOAD 38 RANDOM

Input interpretation

(1,8, -4.2,-1,2)

Result [ Step-by-step solution

~14

Number line

-25 ~20 ~15 10 -5

Number name

negative fourteen

& Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE




Elementy algebry liniowej lloczyn skalarny wektoréw

“#lloczyn skalarny w n-wymiarowe]j przestrzeni wspotrzednych zespolonych

Definicja
W przestrzeni wektorowej C™ iloczyn skalarny definiujemy nastepujacym wzorem:

(ujvy =77y +Toys + ...+ Ty, dla dowolnych  |u), |v) € C".
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Elementy algebry liniowej

lloczyn skalarny wektoréw

“#lloczyn skalarny w n-wymiarowe]j przestrzeni wspotrzednych zespolonych

<ul= D2, A EfX

<u~ 1V> S AR+
= N = +)'/+'L7“ =

2 - A =

1ITiS PAN
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Wyznacznik macierzy




~#*Wyznacznik macierzy

Wyznacznik macierzy

To pewna liczba (lub ogdlniej warto$¢) przypisywana macierzy kwadratowej A
i oznaczana symbolem det(A) lub |A|.

Wartos$¢ ta jest otrzymywana przez odpowiednie przemnozenie i dodawanie wartosci macierzy.

~
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~#*Wyznacznik macierzy

Wyznaczniki macierzy wymiaréw 1 x 112 x 2
>
Dla A = [an] : det(A) = ail.
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~#*Wyznacznik macierzy

Wyznaczniki macierzy wymiaréw 1 x 112 x 2
>
Dla A = [an] : det(A) = ail.

az1 G22

Dla A = [all au] : det(A) = 11422 — G21012.

1ITiS PAN ask.iitis.pl



menty algebry liniowej Wyznacznik macierzy

~#*Wyznacznik macierzy

I B 0 S L
=20 C—ﬂ‘r (30 + 244 S200-231- (1)1(-1)
T

~

1ITiS PAN
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Elementy algebry liniowej Wyznacznik macierzy

~#Wyznacznik macierzy — w Mathematice

Inj28)= MatrixForm([{{2, 1, 0}, {-1, 0, 1}, {2, 3, -1}}]

postac macierzy

Out[26)// MatrixForm=

2 1 0,
[—10 1|
2 3 -1)

In[27]:= Det[[[2, i, 0}, {-1, 0, 1}, {2, 3, '1]']']

wWyznacznik

Outf2TE -5
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