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Wyznacznik macierzy
To pewna liczba (lub ogólniej wartość) przypisywana macierzy kwadratowej A
i oznaczana symbolem det(A) lub |A|.

Wartość ta jest otrzymywana przez odpowiednie przemnożenie i dodawanie wartości macierzy.
(wyznacznik macierzy należy traktować jako funkcję nie samej macierzy, a jej współczynników)

W ogólności możemy wprowadzić definicję permutacyjną, rekurencyjną bądź aksjomatyczną
wyznacznika macierzy.
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Wyznaczniki macierzy wymiarów 1× 1 i 2× 2
▶

Dla A = [a11] : det(A) = a11.

▶

Dla A =

[
a11 a12
a21 a22

]
: det(A) = a11a22 − a21a12.
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Wyznaczniki macierzy wymiarów 3× 3
▶

Dla A =

a11 a12 a13a21 a22 a23
a31 a32 a33

 :
det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.
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Wyznacznik macierzy

Przykłady

det

([
1 2
−3 1

])
= 1− (−6) = 7

det


 0 1 1
−2 1 0
2 1 −1


 = 0 + 0 + (−2)− 2− 0− 2 = −6
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Wartość własna i wektor własny macierzy

Definicja
Niech A będzie macierzą kwadratową n× n. Mówimy, że λ ∈ C jest wartością własną
macierzy A, jeśli istnieje taki niezerowy wektor n-elementowy |v⟩, że

A |v⟩ = λ |v⟩ .

Wektor |v⟩ jest wtedy nazywany wektorem własnym odpowiadającym wartości własnej λ.
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Wartość własna i wektor własny macierzy

Uwaga
Równanie

A |v⟩ = λ |v⟩ ,

równoważne rówaniu
(A− λIn) |v⟩ = 0.

posiada nietrywialne rozwiązanie |v⟩ ≠ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

det (A− λIn) = 0.
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Rówanie charakterystyczne i wielomian charakterystyczny macierzy A

Rówanie charakterystyczne i wielomian charakterystyczny macierzy A
Rówanie

det (A− λIn) = 0

nazywamy równaniem charakterystycznym macierzy A, zaś

W (λ) = det (A− λIn)

wielomianem charakterystycznym macierzy A.
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Wketory i wartości własne – przykład

Przykład
Rozważmy macierz [

6 3
2 5

]
.

Mamy ([
6 3
2 5

]
− λ

[
1 0
0 1

])
=

[
6− λ 3
2 5− λ

]
,

gdzie wyznacznik tej macierzy to

(6− λ)(5− λ)− 2 ∗ 3 = λ2 − 11λ+ 24,

a zatem wartości własne rozważanej macierzy to λ = 3 i λ = 8.
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Wektory i wartości własne – przykład

Dla wartości własnej λ = 3 wyliczamy odpowiadający jej wektor własny[
6− λ 3
2 5− λ

] [
x1
x2

]
=

[
3 3
2 2

] [
x1
x2

]
=

[
3x1 + 3x2
2x1 + 2x2

]
.

Po przyrównaniu obu współrzędnych do zera otrzymujemy np. x1 = 1 i x2 = −1, a zatem
wektor własny odpowiadający wartości własnej λ = 3 to[

1
−1

]
.
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Wektory i wartości własne macierzy hermitowskich

Definicja
Macierz kwadratową, która jest równa macierzy będącej jej sprzężeniem hermitowskim,
tj.

A = A†

nazywamy macierzą hermitowską.
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Wektory i wartości własne macierzy hermitowskich

Uwaga
▶ Macierz hermitowska ma rzeczywiste wartości własne.

▶ Dowolną macierz hermitowską A możemy zapisać w postaci A = UΛU †, gdzie Λ jest
macierzą diagonalną, która na przekątnej ma wartości własne macierzy A, tj.

Λ =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0

0 . . .
. . . 0

0 0 . . . λn

 ,

oraz U jest pewną macierzą unitarną (o tym samym wymiarze co macierz A).
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