lloczyn skalarny wektoréw

lloczyn skalarny wektorow

1ITiS PAN



lloczyn skalarny wektoréw

Niech
> K bedzie przestrzenia skalaréw (K =R lub K = C);
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lloczyn skalarny wektoréw

Niech
> K bedzie przestrzenia skalaréw (K =R lub K = C);
> |/ bedzie przestrzenia liniowa

(np. sktadajaca sie z n-wymiarowych wektoréw rzeczywistych, V' = R",
lub n-wymiarowych wektoréw zespolonych, V' = C™).
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lloczyn skalarny wektoréw

“#lloczyn skalarny — definicja

Definicja
Funkcje (-|-) : VV x V' — K, ktéra dowolnym dwém wektorom przypisuje wartosc
liczbowa,
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“#lloczyn skalarny — definicja

Definicja
Funkcje (-|-) : VV x V' — K, ktéra dowolnym dwém wektorom przypisuje wartosc
liczbowa,i ktéra spetnia nastepujace wiasnosci (dla |u), |v), |z) € V oraz a € K):

» warunek sprzezonej symetrii:  {u|v) = (v|u),

» warunek liniowosci ze wzgledu na pierwsza wspotrzedna:

(aul) o) =afuv),  ((ul+@])]2) = (ulz) + (v]2),

IITiS PAN ask.iitis.pl




lloczyn skalarny wektoréw

“#lloczyn skalarny — definicja
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lloczyn skalarny wektoréw

“#lloczyn skalarny — definicja

Definicja
Funkcje (-|-) : VV x V' — K, ktéra dowolnym dwém wektorom przypisuje wartosc
liczbowa,i ktéra spetnia nastepujace wiasnosci (dla |u), |v), |z) € V oraz a € K):

» warunek sprzezonej symetrii:  {u|v) = (v|u),

» warunek liniowosci ze wzgledu na pierwsza wspotrzedna:

(aul) o) =afuv),  ((ul+@])]2) = (ulz) + (v]2),

» warunek dodatniej okreslonosci:  {u|u) = 0,

> warunek niezdegenerowania:  jedli (u|u) =0, to |u) =0,
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lloczyn skalarny wektoréw

“#lloczyn skalarny — definicja

Definicja
Funkcje (-|-) : VV x V' — K, ktéra dowolnym dwém wektorom przypisuje wartosc
liczbowa,i ktéra spetnia nastepujace wiasnosci (dla |u), |v), |z) € V oraz a € K):

» warunek sprzezonej symetrii:  {u|v) = (v|u),

» warunek liniowosci ze wzgledu na pierwsza wspotrzedna:

(aul) o) =afuv),  ((ul+@])]2) = (ulz) + (v]2),

» warunek dodatniej okreslonosci:  {u|u) = 0,

> warunek niezdegenerowania:  jedli (u|u) =0, to |u) =0,

nazywamy iloczynem skalarnym wektorow.
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lloczyn skalarny wektoréw

“#lloczyn skalarny — wtasnosci

Uwaga
> Skalarnie mozna mnozy¢ tylko wektory o tej samej liczbie elementéw.
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lloczyn skalarny wektoréw

“#lloczyn skalarny — wtasnosci

Uwaga
> Skalarnie mozna mnozy¢ tylko wektory o tej samej liczbie elementéw.

> Wynikiem iloczynu skalarnego jest liczba.
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lloczyn skalarny wektoréw

“#lloczyn skalarny w n-wymiarowe]j przestrzeni wspotrzednych zespolonych

Definicja

W przestrzeni wektorowej C™ iloczyn skalarny definiujemy nastepujacym wzorem:

(ulv) =71y +Toys + ...+ 7.y, dla dowolnych  |u),|v) € C™.

Oczywiscie spetnia on wszystkie aksjomaty z definicji ogdlnej.

1ITiS PAN



Kombinacja liniowa wektoréw i liniowa zalezno$¢ wektoréw

Kombinacja liniowa wektorow i liniowa zaleznosc
wektoréw
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Kombinacja liniowa wektoréw i liniowa zalezno$¢ wektoréw

~#Kombinacja liniowa wektoréw

Definicja
» Kombinacjg liniowg dwdch wektorow |u), [v) € V o wspétczynnikach «, 5 € K
nazywamy wyrazenie
jw) = afu) + B v).

1ITiS PAN



Kombinacja liniowa wektoréw i liniowa zalezno$¢ wektoréw

~#Kombinacja liniowa wektoréw

Definicja
» Kombinacjg liniowg dwdch wektorow |u), [v) € V o wspétczynnikach «, 5 € K
nazywamy wyrazenie
jw) = afu) + B v).

» Kombinacjg liniowg & wektorow |uy) , |ua),...,|ux) € V o wspbtczynnikach
a1, q9,...,a € K nazywamy wyrazenie

|Z> = ]u1> —+ o ‘U2> + .. o ]uk>
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Kombinacja liniowa wektoréw i liniowa zalezno$¢ wektoréw

==L iniowa zalezno$¢ wektordéw

Definicja
O zbiorze wektoréw {|u1), |ua), ..., |un)} powiemy, ze jest on liniowo zalezny, jezeli istnieje
jeden taki wektor |u;) oraz niezerowe wspdtczynniki aq, awa, . . ., o, takie ze

a; |ug) = aq |ur) + ag ug) + .o+ i1 [wi—1) + i [wig1) + o+ o |ug)
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Kombinacja liniowa wektoréw i liniowa zalezno$¢ wektoréw

==L iniowa zalezno$¢ wektordéw

Definicja
O zbiorze wektoréw {|u1), |ua), ..., |un)} powiemy, ze jest on liniowo zalezny, jezeli istnieje
jeden taki wektor |u;) oraz niezerowe wspdtczynniki aq, awa, . . ., o, takie ze

a; |ug) = aq |ur) + ag ug) + .o+ i1 [wi—1) + i [wig1) + o+ o |ug)

Oznacza to, ze jeden z wektorow mozna zapisaé jako kombinacje liniowa pozostatych
wektoréw z niezrowymi wspotczynnikami.
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i rzestrzeni wektorowej

Baza i wymiar przestrzeni wektorowej
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Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

~»Baza i wymiar przestrzeni wektorowe;j

Definicja

Jezeli zbiér n wektoréw {|ui) , |ug2), ..., |u,)} nalezacych do danej przestrzeni wektorowej V'
nie jest liniowo zalezny i dodanie dowolnego wektora niezerowego |v) € V' do

tego zbioru spowoduje, ze stanie sie on liniowo zalezny, to taki zbiér nazywamy bazg

przestrzeni wektorowej.
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Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

~#Baza | wymiar przestrzeni wektorowe;j

Definicja

Jezeli zbiér n wektoréw {|ui) , |ug2), ..., |u,)} nalezacych do danej przestrzeni wektorowej V'
nie jest liniowo zalezny i dodanie dowolnego wektora niezerowego |v) € V' do

tego zbioru spowoduje, ze stanie sie on liniowo zalezny, to taki zbiér nazywamy bazg
przestrzeni wektorowej.

Definicja
Jesdli baza danej przestrzeni wektorowej V' jest n-elementowa, to méwimy, ze przestrzen
wektorowa V' ma wymiar n.
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Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

~#Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

Uwaga
> Kazda przestrzen wektorowa ma baze.

> Dowolny wektor z przestrzeni wektorowej mozemy zapisaé jako kombinacje liniowa
wektoréw bazowych tej przestrzeni.

~
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Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

-=Baza ortonormalna

Definicja
Baze {|e1),|e2),...|en)} przestrzeni wektorowej V' nazywamy ortonormalng, gdy

lee)) =0 dla i34, ie{1,2,...,n}, je{1,2,...,n}

oraz
(eile;) =1 dla ie€{l,2,...,n}.
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Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

-=Baza ortonormalna

Definicja

Baze {|e1),|e2),...|en)} przestrzeni wektorowej V' nazywamy ortonormalng, gdy
(eile;) =0 dla i#7, 1e{l,2,...,n}, je{1,2,...,n}

oraz

(eile;)=1 dla 1€{1,2,...,n}.

Woéwczas dowolny wektor |u) € V' mozemy zapisa w nastepujacy sposéb:

[u) = (erfu) e1) + (ealu) e2) + ... + (en|u) [€n) .
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Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

-=Baza obliczeniowa

Przyktad

Waznym przyktadem bazy w przestrzeni n-wymiarowych wektoréw kolumnowych jest baza
obliczeniowa, sktadajaca sie z nastepujacych wektordw:

1 0 0
0 1

o =1{.[. W=1].]. .y In-1=
0 0 1
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Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

-=Baza obliczeniowa

Przyktad

Waznym przyktadem bazy w przestrzeni n-wymiarowych wektoréw kolumnowych jest baza
obliczeniowa, sktadajaca sie z nastepujacych wektordw:

1 0 0
0 1

’O>: ’ |1>: - 5 ) |’I’L—1>:
0 0 1

Uwaga

Nie nalezy myli¢ wektora zerowego 0 z wektorem |0); ten pierwszy sktada sie z samych zer,
a drugi ma na pierwszej pozycji 1.
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