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IS,
~#Plan wyktadu

Pierwsza godzina wyktadu:

> Liczby zespolone.

> Wektory.

> lloczyn skalarny wektoréw. Baza i wymiar przestrzeni wektorowe;j.
» Norma euklidesowa. Wektory unormowane i ortogonalne.

Druga godzina wyktadu:

> Macierze i dziatania wykonywane na macierzach.
> Pewne szczegdlne rodzaje macierzy.

> Wartosci i wektory wtasne.
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Liczby zespolone
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Liczby zespolone

#Liczba zespolona — definicja

Definicja
Jednostka urojong nazywamy taka liczbe i, dla ktérej i” — — 1. J
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Liczby zespolone

~#Liczba zespolona — definicja

Definicja

Jednostka urojong nazywamy taka liczbe i, dla ktérej i” — — 1.

Definicja
Liczba zespolong nazywamy dowolng liczbe = taka, ze

z = a + bi,

gdzie a i b s3 liczbami rzeczywistymi.
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Liczby zespolone

#Liczba zespolona — definicja

Definicja

Jednostka urojong nazywamy taka liczbe i, dla ktérej i” — — 1.

Definicja

Liczbg zespolong nazywamy dowolng liczbe > taka, ze
z = a + bi,

gdzie a i b s3 liczbami rzeczywistymi.

> Liczbe rzeczywista a nazywamy czeScig rzeczywistg liczby z (oznaczenie: Re 2).

> Liczbe rzeczywista b nazywamy czescig urojong liczby z (oznaczenie: [ ).
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Liczby zespolone

~Liczba zespolona — definicja

Definicja

Jednostka urojong nazywamy taka liczbe i, dla ktérej i” — — 1.

Definicja

Liczbg zespolong nazywamy dowolng liczbe > taka, ze
z = a + bi,

gdzie a i b s3 liczbami rzeczywistymi.

> Liczbe rzeczywista a nazywamy czeScig rzeczywistg liczby z (oznaczenie: Re 2).

> Liczbe rzeczywista b nazywamy czescig urojong liczby z (oznaczenie: [ ).

> Zbior wszystkich liczb zespolonych oznaczamy symbolem C.
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Liczby zespolone

#Liczba zespolona — interpretacja graficzna
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Rysunek: PYaszczyzna zespolona C oraz liczba zespolona z = 3 + 4i (na koncu strzatki). :: ::
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Liczby zespolone

“*Modut i argument liczby zespolone;j

Definicja
Modutem liczby zespolonej nazywamy warto$é

|z| = |a + bi| = Va? + b2

Uwaga: Modut liczby zespolonej jest rzeczywisty i zawsze wiekszy lub réwny zero.
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Liczby zespolone

“*Modut i argument liczby zespolone;j

Definicja
Modutem liczby zespolonej nazywamy warto$é

|z| = |a + bi| = Va? + b2

Uwaga: Modut liczby zespolonej jest rzeczywisty i zawsze wiekszy lub réwny zero.

Definicja
Argumentem liczby zespolonej z = a + bi # 0 + 0i nazywamy liczbe rzeczywista ¢
z przedziatu [0, 27) spetniajaca uktad réwnan
a

oraz sing = —.

cos ¢ = 2]

2|
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Liczby zespolone

“*Modut i argument liczby zespolonej — interpretacja graficzna
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Rysunek: Modut |z| = v/32 + 42 =5 liczby z = z = 3 + 4i to dtugo$¢ strzatki. s
Argument z to wartos¢ kata skierowanego ¢ = arccos 2 ~ 0,92 rad. v
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Liczby zespolone

~#Postac trygonometryczna liczby zespolone]

Uwaga
Liczbe zespolong z = a + bi # 0 + 0i mozna zapisaé w postaci trygonometrycznej

z = |z| (cos ¢ + isin ¢),

gdzie ¢ jest argumentem liczby zespolonej.
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Liczby zespolone

~#Postac trygonometryczna liczby zespolone]

Uwaga
Liczbe zespolong z = a + bi # 0 + 0i mozna zapisaé w postaci trygonometrycznej

z = |z| (cos ¢ + isin ¢),

gdzie ¢ jest argumentem liczby zespolonej.

Wzér Eurela: €9 =cos¢ +ising dla kazdego ¢ € R.
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Liczby zespolone

~#Postac trygonometryczna liczby zespolone]

Uwaga
Liczbe zespolong z = a + bi # 0 + 0i mozna zapisaé w postaci trygonometrycznej

z = |z| (cos ¢ + isin ¢),

gdzie ¢ jest argumentem liczby zespolonej.

Wzér Eurela: €9 =cos¢ +ising dla kazdego ¢ € R.

Réwnowaznie

z = \z]ei¢. (|ei¢\ =1)
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Liczby zespolone

“#Sprzezenie liczby zespolonej

Definicja
Sprzezeniem liczby zespolonej z = a + bi jest liczba

Z = a — bi.
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Liczby zespolone

“#Sprzezenie liczby zespolonej

Definicja
Sprzezeniem liczby zespolonej z = a + bi jest liczba

Z = a — bi.

Interpretacja graficzna:
Sprzezenie moze by¢ rozumiane jako odbicie symetryczne liczby wzgledem osi rzeczywistej.

1ITiS PAN ask.iitis.pl



Operacje arytmetyczne na liczbach zespolonych
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Operacje arytmetyczne na liczbach zespolonych

~#QOperacje arytmetyczne na liczbach zespolonych

Niech 21 = a1 + byi oraz zo = ag + boi.
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Operacje arytmetyczne na liczbach zespolonych

~#QOperacje arytmetyczne na liczbach zespolonych

Niech 21 = a1 + byi oraz zo = ag + boi.

Dodawanie i odejmowanie liczb zespolonych
21+ 20 = (a1 + az) + (b + b2)i, 21— 20 = (a1 — ag) + (b — b2)i. J
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Operacje arytmetyczne na liczbach zespolonych

~#QOperacje arytmetyczne na liczbach zespolonych

Niech 21 = a1 + byi oraz zo = ag + boi.
Dodawanie i odejmowanie liczb zespolonych

2tz = (ar+ag) + (b +bo)i, 2 2 = (a1 —az) + (b — b2)i.

Mnozenie i dzielenie liczb zespolonych

2129 =(a1 + bli)(az + bgi) = aiag + a1boi + bragi — biby = (a1a2 — blbz) + (a1a2 + blbg)i,

29 _CLQ + boi a (az + bgi) . (a2 — bzi) N

2w + b1i (a1 + bli) . (GQ — bgi) . (alag + b1b2> <b1a2 — a1b2> ;
a3 + b3 a3 +b3 )
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“#*Mnozenie i dzielenie — z wykorzystaniem postaci trygonometrycznej
Uwaga

Jesli zapiszemy liczby zespolone z;, 22 w postaci trygonometrycznej, tzn.

i1

21 = |Zl|e , A2 = ‘z2|ei¢2a
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“#*Mnozenie i dzielenie — z wykorzystaniem postaci trygonometrycznej
Uwaga

Jesli zapiszemy liczby zespolone z;, 22 w postaci trygonometrycznej, tzn.

i1

21 = |Zl|e , A2 = ‘z2’ei¢27

to
> iloczyn tych liczb uzyskamy, mnozac ich amplitudy i dodajac fazy,

2120 = |21 |z e!(®1792)
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“#*Mnozenie i dzielenie — z wykorzystaniem postaci trygonometrycznej
Uwaga

Jesli zapiszemy liczby zespolone z;, 22 w postaci trygonometrycznej, tzn.

21 = |21]€9, 29 = |29]€1?2,

to

> iloczyn tych liczb uzyskamy, mnozac ich amplitudy i dodajac fazy,

2120 = |21 |z e!(®1792)

> iloraz tych liczb uzyskujemy, dzielac amplitudy i odejmujac fazy,

A1 @ei(dm—qﬁz)‘
2 |z
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Operacje arytmetyczne na liczbach zespolonych

A

Im N
Im
4i+
4it
3T 21 + 29 A% |
27 z9 l/I 4
Ll N |21 22| o
|Z2 |21 °
—1 12 3 4 Re 7 1 2 3 4 Re
—li+ 1
(a) Dodawanie liczb zespolonych. (b) Mnozenie liczb zespolonych.
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Operacje arytmetyczne na liczbach zespolonych

~#QOperacje arytmetyczne na liczbach zespolonych

Zauwazmy, ze dla liczby zespolonej z = a + bi mamy

=2 = (a+bi)(a+bi) = (a — bi)(a+bi) = a® — B2 = a® + 4% = |-
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