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Algorytm Shora
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Algorytm Shora

~#\Wprowadzenie

> Algorytm Shora to kwantowy algorytm umozliwiajacy faktoryzacje liczby N.
> Opracowany przez Petera Shora w 1994 roku.

> Stanowi zagrozenie dla kryptosystemdw opartych na RSA.

~
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Algorytm Shora

~#/naczenie problemu faktoryzacji

> RSA opiera sie na trudnosci faktoryzacji duzych liczb.
> Algorytm Shora umozliwia szybkie odtworzenie klucza prywatnego.

» Klucz publiczny: N = p - q, gdzie p, q sa liczbami pierwszymi.

~
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Algorytm Shora

-#Czas dziatania algorytmu

» Algorytm dziata w czasie O((log N)3).
> Pamigé: O(log N).
> Klasyczne algorytmy faktoryzacji s3 wykfadnicze.
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Algorytm Shora

~#Struktura algorytmu

1. Czes¢ klasyczna: Redukcja problemu do znajdowania okresu.

2. Cze$¢ kwantowa: Znalezienie okresu funkgji.

1ITiS PAN



Klasyczna redukcja

1ITiS PAN



Klasyczna redukcja

~#Klasyczna redukcja problemu

Aby zredukowaé problem faktoryzacji:
> Wybieramy N, nieparzysta liczbe ztozona.

> Problem faktoryzacji N sprowadzamy do znalezienia dwdch liczb p i ¢ takich, ze:

N=p-q, pqg>1

> Powtarzamy procedure, az znajdziemy wytacznie liczby pierwsze.
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Klasyczna redukcja

~#Kluczowe obserwacje

> Za pomoca algorytmu Euklidesa mozemy szybko obliczy¢ nwd(a, b).
> Sprawdzamy efektywnie, czy N jest liczba parzysta:

Jedli N jest parzysta, to 2 jest czynnikiem.

> Jesli N nie jest potega liczby pierwszej:
> Stosujemy algorytm kwantowy do znajdowania rzedu 7.
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Znalezienie rzedu
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~#Definicja rzedu liczby

> Dla liczby a, rzad r modulo N to najmniejsza liczba r > 0, dla ktérej:
a"=1 (mod N).
> Jedli znamy r, mozemy znalezé czynniki N za pomoca:

N (a? =1)(a"/? +1).
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Znalezienie rzedu

~#PodejsScie kwantowe: Znalezienie r

> Algorytm kwantowy wykorzystuje interferencje kwantowa i transformacje Fouriera.

> Jedli r jest parzyste, mozemy zapisac:
N (a2 =1)(a"/? +1).

> Obliczamy:
d=nwd(N,a”/?> =1) lub d=nwd(N,a/?+1).

~
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~#Szczegbty redukcji klasyczne;

1. Wybieramy losowo a z przedziatu 2 < a < N.
2. Obliczamy nwd(a, N):
> Jedli nwd(a, N) > 1, znaleziono czynnik.
3. Znajdujemy rzad 7:
a"=1 (mod N).

4. Wyznaczamy czynniki za pomoca nwd:

d=nwd(N,a™/? —1).

~
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Kwantowy podproblem

Kwantowy podproblem
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Kwantowy podproblem

“#Transformacja Fouriera i znajdowanie okresu

» Kwantowa transformacja Fouriera (QFT) identyfikuje okres funkcji f(k) = a* mod N.
> Wynik QFT zawiera szczyty odpowiadajace wielokrotnosciom r, czyli okresowi funkgji.

» Pomiar na koncu obliczeh pozwala na wyznaczenie r z wysokim prawdopodobienstwem.
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“#Przyktad faktoryzacji

Dla N = 15:
> Wybieramy a = 7.
> Obliczamy r za pomoca QFT: r = 4.

> Wyznaczamy czynniki:
d; = nwd(15, 7% — 1) = nwd(15,48) = 3,

dy = nwd(15, 7% + 1) = nwd(15,50) = 5.
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Kwantowy podproblem

~#Przeglad podproblemu kwantowego

> Podproblem kwantowy sktada sie z dwéch etapéw:

1. Kwantowe oszacowanie fazy (QPE): Koduje informacje o r.

2. Algorytm utamkéw tancuchowych: Wyciaga r z wynikéw pomiardw.
> Uktad kwantowy wykorzystuje dwa rejestry:

> Pierwszy rejestr: 2n kubitéw dla odpowiedniej doktadnosci.
> Drugi rejestr: n kubitéw dla operacji modulo.
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Struktura ukfadu kwantowego

Struktura uktadu kwantowego
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~#Uktad kwantowy: Rejestry i stany

> Uktad operuje na dwdch rejestrach:
> Pierwszy rejestr: 2n kubitéw, inicjalizowany jako |0)®2",
> Drugi rejestr: n kubitéw, inicjalizowany jako |1).
> Stan poczatkowy uktadu:
0)9%" @ [1).

> Operator U reprezentuje mnozenie modulo N i dziata na drugim rejestrze.

~
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Struktura ukfadu kwantowego

~#(Cze$¢ klasyczna

1. Wylosowanie liczby a < N.

2. Obliczenie NW D(a, N):
> Jesli NWD(a,N) # 1, zakoricz — znaleziono dzielnik.
> W przeciwnym razie przejdz dalej.

3. Znalezienie okresu r, gdzie f(xz) = a® mod N.
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Struktura ukfadu kwantowego

==/ nalezienie okresu r

> Jedli r jest nieparzyste, wré¢ do poczatku.
> Jedli a’/2 = —1 mod N, wréé do poczatku.
» Faktoryzacja: NW D(a'/? + 1, N).
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Struktura ukfadu kwantowego

~#(Cze$¢ kwantowa: Znalezienie okresu funkcji

Przygotowanie rejestréw kwantowych.
Implementacja funkgji f(z) = a® mod N.

Zastosowanie kwantowej transformaty Fouriera (QFT).

el A

Pomiar i analiza wynikéw.
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~#Przyktad dziatania algorytmu

> DlaN=15,a=".
» Znaleziono r = 4.
> Faktoryzacja: NWD(72 —1,15) =3, NWD(72 +1,15) = 5.
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Struktura ukfadu kwantowego

~#Wyzwania implementacyjne

> Precyzyjna implementacja QFT.
> Optymalizacja liczby kubitéw i bramek kwantowych.
> Btedy i dekoherencja w systemach kwantowych.
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Struktura ukfadu kwantowego

=&/ astosowania

> Ztamanie kryptosysteméw RSA.
> Rozwdj kryptografii postkwantowe;.

> Badania nad wtasciwoéciami grup i funkcji okresowych.

IITiS PAN ask.iitis.pl 25/130



Struktura ukfadu kwantowego

~#/agrozenia dla bezpieczenstwa

» Mozliwos$¢ tamania szyfrowania klucza publicznego.

> Konieczno$¢ opracowania nowych standardéw kryptograficznych.
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Struktura ukfadu kwantowego

“=Podsumowanie

> Algorytm Shora to jeden z najwazniejszych algorytméw kwantowych.
> Jego potencjalne zastosowania zmieniajg przysztos¢ kryptografii.

> Wymaga zaawansowanego sprzetu kwantowego do praktycznego zastosowania.

~

IITiS PAN ask.iitis.pl 27/130




= /
==/rddta

> P. Shor, ,Algorithms for Quantum Computation: Discrete Logarithms and Factoring”,
1994.
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Transformacja Fouriera
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Transformacja Fouriera

~#\Wprowadzenie

> Transformacja Fouriera to fundamentalne narzedzie w analizie funkgji.
» Quantum Fourier Transform (QFT) adaptuje klasyczna transformacje Fouriera do
obliczen kwantowych.
> Zastosowania:
> Algorytm znajdowania okresu (period-finding).
> Algorytm Shora do faktoryzacji liczb.

> QFT nad Zy jest kluczowym elementem tych algorytmoéw.
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Transformacja Fouriera dla funkcji

IITiS PAN 31/130



Transformacja Fouriera dla funkgcji

~#Transformacja Fouriera nad Zy

Definicja

Dla funkcji g : Zny — C, transformacja Fouriera nad Zp jest zdefiniowana jako:

Q(’y) — \/LN g_lg(x)€27ri’yx/N

> ;v € Zn: zmienne w grupie modulo N.

> §(v): wspébtczynniki Fouriera.

Odwrotna transformacja Fouriera
1 N1 )
o 27ri'ym N
m —_ -
9( ~ ;:0
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Transformacja Fouriera dla funkgcji

~=\Wtasciwoséci QF T

> Liniowos$¢: Transformacja Fouriera zachowuje liniowo$¢ funkgji.
» Ortogonalno$é: Wynikowe funkcje bazowe e~ 2772/N sg ortogonalne.
> Unitarno$¢: QFT jest realizowana jako macierz unitarna.

» Efektywno$é: QFT mozna zaimplementowaé na komputerze kwantowym w czasie O(n?),
gdzie n = logy N.
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Implementacja QFT
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“#Obwod kwantowy dla QFT

> Wejscie: Stan kwantowy |z), gdzie z € {0,1,...,N — 1}.
> Wyjscie:
| M-l .
|JJ> N e—2m’yx/N|,_y>
=0

=

> Obwod wykorzystuje:
> Bramki Hadamarda (H).
> Bramki przesuniecia fazowego (Ry):

1 0
Ry = <0 e27r1;/2’“>

> Bramki kontrolowane (Controlled-Phase). v
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Implementacja QFT

~=Schemat obwodu

> Realizacja obwodu dla n = logy, N qubitéw:

1. Na kazdym qubicie zastosuj Hadamarda (H).
2. Dodaj kontrolowane przesuniecia fazowe Ry w zalezno$ci od nizszych bitéw.
3. Na koniec odwré¢ kolejnosé qubitdw.

» Catkowity koszt: O(n?) bramek kwantowych.

|zo) + @ [n—1)

1) s cee e [Yn—2)

) , Fus)

) [} In)

Tn-1) W U feHerHwe o Io) sl
\~
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Podsumowanie
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Podsumowanie

~*Podsumowanie

> QFT nad Zy adaptuje klasyczng transformacje Fouriera do obliczen kwantowych.
> Kluczowe etapy:

> Definicja transformacji dla funkgji.

> Efektywna implementacja na komputerze kwantowym.
b Zastosowania w algorytmach:

> Znajdowanie okresow.
> Faktoryzacja liczb.

Analiza efektywnosci QFT w praktycznych zastosowaniach.

Dalsze kroki J
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Znajdowanie okresu funkgji
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Znajdowanie okresu funkcji

~#Definicja problemu znajdowania okreséw

Problem znajdowania okreséw

Dana jest funkcja f: Zn — X, dla ktoérej:
> f(x) = f(z + s) dla pewnego s € Zy \ {0},
> Wszystkie inne wartosci f(x) sa rézne.

Cel

Znalez¢ okres s, korzystajac z dostepu do funkgcji f poprzez orakulum:

O (lz)|b)) = |x)|b & f(x)).

\~
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Znajdowanie okresu funkcji

~#/naczenie problemu

> Rozwigzanie problemu znajdowania okreséw to kluczowy element algorytmu Shora do
faktoryzacji liczb.

> Klasyczne rozwiazanie jest wydajne tylko dla N = 2", wymaga O(log N') préb.

> Algorytm kwantowy generalizuje problem na dowolne N, nie zaktadajac, ze s dzieli V.

I

41/130
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Algorytm kwantowy

Algorytm kwantowy
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Algorytm kwantowy

~#Kroki algorytmu

1. Przygotuj stan kwantowy:
1
—= > o).
\/NIGZN
2. Zaaplikuj orakulum Oy:
1
5 2 i),

ASYANS

Z
3. Zmierz rejestr odpowiadajacy wartosciom f(x). Stan zmienia sie na:

1
s Z |.',C>,
\/g xeH

gdzie H = {0,s,2s,...} to grupa generowana przez s.
4. Zastosuj transformacje Fouriera nad Zx (QFT). N
5. Zmierz stan kwantowy i zapisz wynik ~.
IITiS PAN
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~#Opis matematyczny

Transformacja Fouriera
QFT przeksztatca stan:
1
—=2_ |
Vo)
na:

> anh,

YEZN

gdzie g(7) to wspdtczynniki Fouriera dla funkgcji h(x) = 1g(z).

Prawdopodobienstwo

Po pomiarze otrzymujemy v € H z prawdopodobiefistwem:

P(y) =s-[g(y)*.
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Analiza wynikéw
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Analiza wynikéw

~#/najdowanie okresu s

> Wynik pomiaru 7 spetnia v-s =0 mod N.
> Powtarzajac algorytm wielokrotnie, otrzymujemy zbiér wartosci {1, 72, ... }.
> Wykorzystujac algorytm Euklidesa, obliczamy NWD(~y;, N), aby wyznaczy¢ s.

Ztozonos¢ J

Algorytm wymaga O(n?) bramek oraz wielokrotnych pomiaréw.

~
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Podsumowanie
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Podsumowanie

~*Podsumowanie

> Algorytm kwantowy znajduje okres s poprzez zastosowanie QFT i wielokrotne pomiary.

> Wyniki s wykorzystywane w algorytmie Shora do faktoryzacji liczb.
> Znaczenie:

> Eksponencjalne przyspieszenie wzgledem algorytméw klasycznych.
> Kluczowy krok w rozwoju obliczen kwantowych.

Dalsze kroki J

Implementacja praktyczna i analiza algorytmu Shora.
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Wprowadzenie
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~#\Wprowadzenie do problemu znajdowania okresu

> Problem: Znalezienie okresu funkcji f : Zy — kolory.

> Warunek: Istnieje s, takie ze f(z + s) = f(z) dla wszystkich © € Zy.

» Whiosek: s | N (okres dzieli V).

> Klasyczne podejscie dziata, ale komputer kwantowy jest bardziej efektywny:

> Wykorzystuje superpozycje i interferencje.
> Redukuje liczbe operacji wymaganych do znalezienia okresu.
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Ztozonos¢ algorytméw liczbowych

/tozonos¢ algorytméw liczbowych
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Ztozonos¢ algorytméw liczbowych

~*Podstawowe operacje liczbowe w czasie wielomianowym

» Mnozenie liczb P - Q - czas wielomianowy (O(n?) dla klasycznych metod).
> Dzielenie z reszta: [P/Q] i P mod @ - czas wielomianowy.
> Potegowanie modularne P? mod R - czas wielomianowy:
> Algorytm szybkiego potegowania (iteracyjne podnoszenie do kwadratu).
> Algorytm Euklidesa do znajdowania NWD - czas wielomianowy.

> Testowanie pierwszosci:
> Miller-Rabin (randomizowany, O(n?logn)).
> AKS (deterministyczny, O(n%)).

> Faktoryzacja liczb: klasyczne algorytmy sa eksponencjalne.
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Algorytm Shora
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Algorytm Shora

~#Etapy algorytmu Shora

1. Faktoryzacja < Znajdowanie rzedu:
> Redukcja problemu faktoryzacji do znajdowania rzedu (klasyczna redukcja).
> Wykorzystanie wiasnosci A* =1 mod M.

2. Znajdowanie rzedu = Znajdowanie okresu:
> Algorytm kwantowy wykorzystujacy superpozycje i transformacje Fouriera.
3. Rozpoznawanie utamkéw prostych (klasyczne obliczenia za pomoca rozwinie¢ utamkéw
ciagtych).
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Algorytm Shora

~#/najdowanie rzedu i jego znaczenie

> Rzad s elementu A mod M to najmniejsza liczba catkowita spetniajagca A®* =1 mod M.

> Znajdowanie rzedu pozwala na wyznaczenie okresu funkcji wykfadniczej f(x) = A*
mod M.

> Kluczowe znaczenie w algorytmie Shora: faktoryzacja liczb zredukowana do znajdowania
rzedu.

> Powiazanie z teorig grup: s dzieli ¢(M ), gdzie ¢ to funkcja Eulera.
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Algorytm Shora

~#Definicja problemu znajdowania rzedu

» Dane: A, M (liczby n-bitowe), gdzie NWD(A, M) = 1.
> Cel: Znalezienie najmniejszego s > 1, takiego ze A* =1 mod M.
> Witasciwosci:

> s | (M) (funkcja Eulera).

> (M) to rzad grupy multiplikatywnej Z%,.

> s jest porzadkiem multiplikatywnym elementu A mod M.

~
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Redukcja faktoryzacji do znajdowania rzedu

Redukcja faktoryzacji do znajdowania rzedu
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Redukcja faktoryzacji do znajdowania rzedu

~#Przeksztatcenie problemu

> Cel: Znalezienie nietrywialnego pierwiastka kwadratowego 1 mod M.
> Postepowanie:

1. Wybierz losowe A € Z3,.

2. Znajdz rzad s liczby A (algorytm kwantowy).

3. Jedli s jest parzyste, oblicz r = A%/2 mod M.

4. Jedlir # +1 mod M, to NWD(M,r — 1) daje dzielnik M.
5. Powtarzaj, jesli warunki nie sg spetnione.

> Gwarancja sukcesu: dla liczb ztozonych z co najmniej dwdch czynnikéw pierwszych sukces
wystepuje z prawdopodobienstwem co najmniej 1/2 (pojedyncze préby).
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Redukcja faktoryzacji do znajdowania rzedu

~#/naczenie sukcesu znajdowania rzedu

> Algorytm Shora dziata z wysokim prawdopodobienstwem sukcesu dzieki losowemu
wyborowi A.

> Jedli nie uda sie znalezé s w jednej probie, proces mozna powtdrzy¢ wielokrotnie.

» W przypadku specyficznych M, inne metody (np. testowanie pierwiastkéw) moga by¢
wykorzystane w potaczeniu z algorytmem.
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Kwantowy algorytm znajdowania rzedu

Kwantowy algorytm znajdowania rzedu
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Kwantowy algorytm znajdowania rzedu

~#Gtéwne kroki algorytmu

1. Przygotowanie stanu kwantowego:
1 N1
—= > &) f(2))
VoS

gdzie f(z) = A* mod M.
2. Pomiar drugiego rejestru - kolapsuje do superpozycji preobrazu losowego f(x).
3. Zastosowanie kwantowej transformacji Fouriera (QFT):

¥) — f Z )

4. Pomiar 7 - losowa wielokrotnos¢ N/s. N
5. Wyznaczenie s za pomoca analizy wynikéw pomiaréw.
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Kwantowy algorytm znajdowania rzedu

~#*Kwantowa transformacja Fouriera

> Kluczowy element algorytmu Shora.
> Definicja: QFT na N elementach przeksztatca |z) w

\/_ Z e27rzkx/N|k>
> Ztozonoé¢ obliczeniowa: O(n?) dla n-bitowych liczb.

» Wykorzystanie w znajdowaniu okresu: identyfikacja wielokrotnosci N/s - z
wykorzystaniem utamkéw tancuchowych.
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Kwantowy algorytm znajdowania rzedu

~#Eliminacja btedéw

> Wielokrotne uruchamianie algorytmu pozwala wyeliminowaé btedne wyniki.
» Z prawdopodobienstwem 1/poly(n) licznik k i mianownik s s3 wzglednie pierwsze.

> Powtarzanie eksperymentu pozwala zwiekszy¢ precyzje.

~
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Podsumowanie
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Podsumowanie

~*Podsumowanie

> Algorytm Shora pozwala na efektywne rozktadanie liczb na czynniki pierwsze.
> Kluczowe kroki:

1. Redukcja faktoryzacji do znajdowania rzedu.
2. Kwantowe znajdowanie rzedu za pomoca QFT.
3. Analiza utamkéw ciggtych do odzyskania okresu.

P Zastosowania:
> Kryptografia (np. RSA).
> Problemy teoretyczne w matematyce i informatyce.
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Algorytm Deutsch-Jozsa

Algorytm Deutsch-Jozsa
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Algorytm Deutsch-Jozsa

~#Dlaczego algorytm Deutsch-Jozsa?

> Pierwszy algorytm, ktéry pokazat przewage obliczeniowg komputeréw kwantowych.
> Rozwiazuje problem rozrézniania funkgji typu:

> Stata: f(z) = ¢, gdzie ¢ € {0,1} dla wszystkich x.

> Zréwnowazona: f(x) = 0 dla potowy wartosci i f(z) = 1 dla drugiej potowy.

» Klasycznie wymaga 2"~ 4 1 wywotan funkcji. Kwantowo tylko jednego.
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Podstawy kwantowe

Podstawy kwantowe
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Podstawy kwantowe

“#Superpozycja

> Kluczowa réznica miedzy obliczeniami klasycznymi a kwantowymi:

[¥) = al0) +8[1), |of +|8P=1

> Superpozycja pozwala reprezentowaé wszystkie mozliwe stany réwnoczesnie.
> Przyktad dla dwéch kubitéw:

9) = —=(100) +[11)

~
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Podstawy kwantowe

“#Interferencja kwantowa

> Interferencja pozwala wzmacniaé pozadane stany i eliminowad inne.
> Wykorzystuje réznice faz miedzy amplitudami stanéw.
> Przyktad operacji Hadamarda dla jednego kubitu:

H0) =

(|0> +1), HI[) = (|0> 1)

SI
SI

~
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Opis algorytmu Deutsch-Jozsa

Opis algorytmu Deutsch-Jozsa
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Opis algorytmu Deutsch-Jozsa

~#/atozenia problemu

» Dana funkcja f: {0,1}" — {0,1}.
» Gwarancja: f(x) jest albo stata, albo zréwnowazona.

> Celem jest okredlenie rodzaju funkcji w mozliwie najmniejszej liczbie wywotan.

~
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Opis algorytmu Deutsch-Jozsa

~=Kroki algorytmu Deutsch-Jozsa

1. Przygotowanie stanu poczatkowego:

|tho) = 10") |1)
2. Natozenie superpozycji za pomoca bramek Hadamarda:
1
®(n+1) o .
H [Y0) = oG > =) (o) — 1)

ze{0,1}m
3. Implementacja orakulum:
Usla) ly) = |a) ly @ (=)
\~
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Opis algorytmu Deutsch-Jozsa

==Dziatanie orakulum

» Orakulum Uy zmienia stan na:

__1 V@ 1 (10) —
|2) Wwe%}n< D7 z) (10) — (1))

» Informacja o f(x) jest zakodowana w fazach stanéw kwantowych.
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Opis algorytmu Deutsch-Jozsa

“#Interferencja i pomiar

> Kolejne bramki Hadamarda na pierwszych n kubitach:

T )= o 30 (1))

z€{0,1}n

> Po operacji mamy stan:

[Ws) = D a:l2)(|0) — (1))

ze{0,1}n

gdzie o = Yoo 1yn gurr (—1)7 ),

> Wynik pomiaru:
> Jedli f(z) jest stata: wszystkie amplitudy poza |0™) kasuja sie. iia
> Jesli f(z) jest zrébwnowazona: amplituda |0™) wynosi 0. v
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Przyktad dziatania

Przyktad dziatania
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Przyktad dziatania

“#Przyktad dla n = 2

» Funkcja f(x):
> Stata: £(00) = £(01) = £(10) = f(11) =0
> Zréwnowazona: f(00) =0, f(01) =1, f(10) =0, f(11) =1

> Wynik dla statej: [¢)3) = == 100) (|0) —[1)).

» Woynik dla zréwnowazonej: |13) L [00) (|0) — |1)).
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Podsumowanie
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Podsumowanie

“=Podsumowanie

> Algorytm Deutsch-Jozsa pokazuje przewage obliczeniowa dzieki superpozycji i
interferencji.

> Redukcja liczby wywotan orakulum z O(2") do O(1).

> Stanowi podstawe dla bardziej zaawansowanych algorytméw kwantowych.

~
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Algorytm Grovera
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~#\Wprowadzenie

> Algorytm Grovera zostat opracowany przez Lova Grovera w 1996 roku.

» Umozliwia rozwigzanie problemu wyszukiwania niestrukturalnego z kwadratowym
przyspieszeniem wzgledem algorytméw klasycznych.

> Jest jednym z kluczowych algorytmdw ilustrujacych potencjat obliczen kwantowych.
> Oparty na zjawiskach superpozycji i interferencji.
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Problem wyszukiwania niestrukturalnego
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Problem wyszukiwania niestrukturalnego

~#Definicja problemu

Problem wyszukiwania niestrukturalnego
Dane:

> Zbiér X = {x1,x9,..., 2N}

» Funkcja f: X — {0,1}.
Cel: Znalez¢ z* € X, takie ze f(z*) = 1.

> Problem jest niestrukturalny, poniewaz brak jest informacji o organizacji danych.

> Klasyczne algorytmy wymagaja O(N) zapytan w najgorszym przypadku.
&

IITiS PAN iitis.pl 83/130




Podejscie klasyczne vs kwantowe
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Podejscie klasyczne vs kwantowe

~#Poréwnanie podejsé

Klasyczne podejscie
> Korzysta z deterministycznych lub losowych algorytmoéw.

> Ztozono$¢: O(N) zapytan w najgorszym przypadku.

Podejscie kwantowe
> Wykorzystuje mechanike kwantowa: superpozycje i interferencje.
» Redukuje liczbe zapytan do O(VN).

~
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Oracle kwantowy
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Oracle kwantowy

~#Qracle kwantowy

> Oracle oznacza elementy spetniajace warunek f(z*) = 1.

> Realizowany jako bramka kwantowa Oy:
Oflz) = (=1)/@|z).
» Powoduje zmiane znaku amplitudy stanu z*, gdy f(z*) = 1.

Implementacja oracla
> Mozliwa z uzyciem klasycznych bramek logicznych w uktfadzie kwantowym.

> Wymaga dodatkowych qubitéw pomocniczych do zachowania unitarnosci.
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Operator dyfuzji Grovera
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~#Qperator dyfuzji

> Operator dyfuzji wzmacnia amplitude stanu z*.
> Definicja:

D =2[p) (| - I,
gdzie |[¢) = o= 3, [2).

Wizualizacja dziatania
> Odbicie amplitud wokét Sredniej p:

Qp — 20U — Qiy.

> Powtarzanie procesu zwieksza amplitude x*.

'
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Algorytm Grovera
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~#Etapy algorytmu

AN
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Inicjalizacja:
> Przygotowanie superpozycji: |¢) = LN >, |x) za pomoca bramek Hadamarda.
Oracle: Oznaczenie stanu docelowego x*.
Operator dyfuzji: Wzmocnienie amplitudy z*.
Powtérzenie krokéw 2 i 3 [7/4v/ N razy.

Pomiar: Odczytanie stanu z*.

~



~#Etapy algorytmu

1. Oracle: Oznaczenie stanu docelowego z*.
2. Operator dyfuzji: Wzmocnienie amplitudy z*.
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Algorytm Grovera

~#Schemat algorytmu

0) — " H
0) — —
w{ i ao —0f D0} D A
0) — — H
0) — — H

xO(VN)

» H®" - Bramka Hadamarda. _
» Oy - Oracle. v
» D - Operator dyfuzji.
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Analiza matematyczna
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Analiza matematyczna

~#\Wzmocnienie amplitudy

> Po t iteracjach amplituda =* wynosi:

o® = sin (2t + 1)6),

. 1
gdzie sinf = TN

» Maksymalizacja amplitudy po okoto t = [7/4y/N] iteracjach.
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Analiza matematyczna

==/tozonos$¢ obliczeniowa

> Liczba zapytan: O(V/'N).
> Liczba bramek kwantowych: O(v/N log N).

> Prawdopodobienstwo sukcesu: Mozemy zwiekszy¢, powtarzajac proces.
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Podsumowanie
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Podsumowanie

“=Podsumowanie

> Algorytm Grovera oferuje kwadratowe przyspieszenie w poréwnaniu do metod klasycznych.
> Kluczowe zastosowania:

> Wyszukiwanie w bazach danych.
> Rozwiazywanie probleméw kombinatorycznych.

> Demonstruje site superpozycji i interferencji w obliczeniach kwantowych.
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Twierdzenie kodowania zrédta Shannona
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Twierdzenie kodowania zrédta Shannona

~#\Wprowadzenie

> Twierdzenie kodowania Zrédta Shannona jest kluczowym wynikiem teorii informacji.
> Opisuje minimalna liczbe bitéw potrzebnych do bezstratnego zakodowania informacji.
> Zostato wprowadzone przez Claude'a Shannona w 1948 roku.

> Stanowi podstawe dla kompresji danych.
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Twierdzenie kodowania zrédta Shannona

~#Definicja

Twierdzenie Shannona

Srednia dtugo$¢ kodu L wymagana do zakodowania zrédfa informacji X nie moze by¢
mniejsza niz entropia zrédta H(X):
L>H(X)
gdzie:
» H(X) - entropia zrédta, mierzona w bitach na symbol.

> Entropia wyraza $rednig ilo$¢ informacji dostarczang przez symbol zZrédfa.

> Kodowanie osiagajace L = H(X) jest optymalne.
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Twierdzenie kodowania zrédta Shannona

~#Entropia zrédta

Definicja entropii

Entropia Zzrédta X o wartosciach x1, xo, ..., x, z prawdopodobienstwami p1, po, ...

zdefiniowana jako:

H(X) == pilogyp;
-1

, Pn jest

> Wyzsza entropia oznacza wieksza niepewno$¢ i wiekszg ilos¢ informacji.

> Przyktad: Entropia rzutu moneta o réwnych szansach wynosi H = 1 bit.
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Twierdzenie kodowania zrédta Shannona

-=Kodowanie bezstratne

> Kodowanie zrédta polega na przypisywaniu krétszych kodéw czestszym symbolom.

> Przyktad: Kod Huffmana generuje optymalne bezstratne kody.
> Zasada:

> Dtugos¢ kodu L(x;) dla symbolu z; jest proporcjonalna do — log, p;.
» Srednia dtugoé¢ kodu: L = 3" piL(x;).
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Twierdzenie kodowania zrédta Shannona

=&/ astosowania

» Kompresja danych:

> Algorytmy takie jak ZIP, JPEG, MP3 opieraja sie na zasadach twierdzenia.
> Projektowanie protokotéw komunikacyjnych:

> Efektywne przesytanie danych przez ograniczone kanaty.
> Analiza zrédet informacji:

» Pomiar redundangji i struktury danych.
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Twierdzenie kodowania zrédta Shannona

-#Qgraniczenia twierdzenia

P> Zaktada, ze zrédto jest stacjonarne i ergodyczne:
> W praktyce dane moga mie¢ zmienne prawdopodobienstwa symboli.

> Nie uwzglednia strat zwigzanych z kodowaniem stratnym (np. w JPEG).

> Twierdzenie dotyczy tylko kodowania bezstratnego.
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Twierdzenie kodowania zrédta Shannona

“#Przyktad: Rzut moneta

> Zatozenia:
> Moneta jest symetryczna (p; = p2 = 0.5).
> Entropia:
H(X) = —(0.5logy 0.5+ 0.5log,0.5) =1 bit

> Interpretacja:
> Kazdy rzut niesie doktadnie 1 bit informacji.
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Twierdzenie kodowania zrédta Shannona

“=Podsumowanie

> Twierdzenie Shannona opisuje fundamentalne granice kompresji bezstratne;j.
» Minimalna dtugos¢ kodu zalezy od entropii zrédta.
> Zastosowanie w praktycznych systemach kompresji i transmisji danych.

> Umozliwia efektywne zarzadzanie informacja w réznych dziedzinach.
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Stany Kwantowe i Macierz Gestosci

Stany Kwantowe i Macierz Gestosci
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Stany Kwantowe i Macierz Gestosci

~#Stany kwantowe

> Stan kwantowy opisuje petng informacje o uktadzie w mechanice kwantowej.
> Reprezentowany jako wektor w przestrzeni Hilberta |¢).
> Wektory sa znormalizowane:
(Yly) =1
> Stan czysty: opisywany przez jeden wektor |¢)).
> Stan mieszany: kombinacja statystyczna stanéw czystych.
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Stany Kwantowe i Macierz Gestosci
. .
==Qubit

> Qubit to najprostszy ukfad kwantowy:
) = al0) + BI1), gdzie [a*+|8]° =1

> Wspbtczynniki a i 3 moga byé zespolone.

> Ogoblna reprezentacja z uzyciem parametréw kuli Blocha:

[1)) = cos (9> 0) + e sm< ) 1)

> Parametry:
> oelo,2m) &
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Stany Kwantowe i Macierz Gestosci

~*Macierz gestosci

> Opisuje zarébwno stany czyste, jak i mieszane.
> Definicja:

p =" prltw) (¥l
!

> p — prawdopodobiefstwo stanu |)g).
> Witasdciwosci:
» Hermitowska: p = pf
> Slad réwny 1: Tr(p) =1
> Dodatnio okreslona: {¢|p|¢) > 0 dla dowolnego |¢).
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Stany Kwantowe i Macierz Gestosci

~#Przyktady macierzy gestosci

> Stan czysty:

[¥) = a[0) + B]1)

2 *
p = V)] = [‘Ofi'ﬂ f‘gle

> Stan mieszany:
p = p1]0)(0] + p2|1)(1]

0
= : +p2=1
P [ 0 pg] b1 T p2
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-»Sfera Blocha

> Graficzna reprezentacja stanéw qubitu.
> Stan czysty |¢): punkt na powierzchni sfery Blocha.

> Stan mieszany: wektor Blocha n wewnatrz sfery.

1
p=5I+n o)

» o = (0g,0y,0.) — macierze Pauliego.
> n: wektor Blocha.
» Dtugosé |n| < 1:
> |n| = 1: stan czysty. .
> |n| < 1: stan mieszany. v

IITiS PAN iiti! 113/130




Stany Kwantowe i Macierz Gestosci

“=Podsumowanie

> Stany kwantowe:

> Czyste: wektor w przestrzeni Hilberta.
> Mieszane: kombinacja statystyczna stanéw czystych.

> Macierz gestosci:

> Uniwersalny opis stanéw kwantowych.

> Kluczowe wtasciwosci: hermitowskosé, dodatniosé, sladowosé.
> Sfera Blocha:

> Geometria qubitow.
> Wizualizacja standw czystych i mieszanych.
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Kwantowa Teoria Informac;ji
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Kwantowa Teoria Informacji

~+Wprowadzenie

> Kwantowa teoria informacji rozszerza klasyczne pojecia teorii informacji na uktady
kwantowe.
> Wykorzystuje unikalne wtasciwosci mechaniki kwantowe;j:
> Superpozycje stanéw
> Splatanie kwantowe
> Analizuje przesytanie, przetwarzanie i przechowywanie informacji w systemach
kwantowych.
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Kwantowa Teoria Informacji

~*Kwantowa kompresja

> Problem: Jak najlepiej zakodowa¢ stany kwantowe, aby minimalizowaé wymagana
przestrzen Hilberta?
> Kluczowa idea:
» Srednia dtugoé¢ kodowania kwantowego jest ograniczona przez entropie von Neumanna S(p).
> S(p) = —Tr(plogp), gdzie p to macierz gestosci opisujaca stan kwantowy.
» Whiosek: Mozemy bezstratnie skompresowaé n kopii stanu kwantowego p do n.S(p)
qubitéw, jesli n jest duze.
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Kwantowa Teoria Informacji

“#Przyktad kwantowej kompresji

> Rozwazmy stan kwantowy o macierzy gestosci:
107 0
P=10 03
» Entropia von Neumanna:

S(p) = —0.71logy 0.7 — 0.310g, 0.3 =~ 0.881 bitéw

> Dla n = 1000:
> Mozemy bezstratnie zakodowa¢ te stany w 1000 x 0.881 ~ 881 qubitach.
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Kwantowa Teoria Informacji

~+Entropie kwantowe

> Entropia von Neumanna:
S(p) = =Tr(plogp)

> Interpretacja:

> Mierzy ilo$¢ niepewnosci (lub mieszaniny) stanu kwantowego.
> Stan czysty: S(p) =0
> Stan maksymalnie mieszany: S(p) = log, d, gdzie d to wymiar przestrzeni Hilberta.

> Wozgledna entropia kwantowa:

S(plle) = Tr(plog p) — Tr(plog o)

> Miara odlegtosci miedzy dwoma stanami kwantowymi p i o. NOA
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Kwantowa Teoria Informacji

-+ Twierdzenie Holevo

Tres¢ twierdzenia

lloé¢ informacji klasycznej I, ktérg mozna wydoby¢ z uktadu kwantowego, jest ograniczona
przez entropie Holevo:

x=5S(p) - Zpis(/)i)

gdzie p =3, pipi.

> Informacja Holevo x okresla maksymalng iloé¢ klasycznej informacji dostepnej w stanach
kwantowych.

> Ograniczenie fundamentalne dla komunikacji kwantowe;j.
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Kwantowa Teoria Informacji

~#Przyktad zastosowania twierdzenia Holevo

» Rozwazmy zbiér standw:

1
pr=10)0,  p2 =[1)(L],  p= (o1 +p2)

> Entropia von Neumanna:
S(p) =1 bit

> Entropia Srednia:
> piS(pi) = 0 bitéw
i

> Entropia Holevo:
x=58(p) =Y piS(pi) =1—-0=1bit
i

> Interpretacja: Mozemy wydoby¢ maksymalnie 1 bit informacji z ukfadu.
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~#¥Kwantowe kody dostepu swobodnego (QRAC)

> QRAC umozliwiaja przechowywanie n bitéw informacji w m < n qubitach, zapewniajac
probabilistyczny dostep do danych.
> Kluczowa cecha: Mozliwo$¢ odczytania jednego z zapisanych bitdéw z duzym
prawdopodobienstwem.
> Przyktad: 2-bitowy QRAC
» Dane: z1,22 € {0,1}.
> Kodowanie w stanie kwantowym |z, 4, ).
» Odczyt: Z prawdopodobienstwem ~ 85% poprawnie odczytujemy 1 lub z5.
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Kwantowa Teoria Informacji

-+Podsumowanie

> Kwantowa teoria informacji wprowadza nowe mozliwoéci przetwarzania informacji.
> Kluczowe pojecia:
> Kwantowa kompresja — efektywne wykorzystanie przestrzeni Hilberta.
> Entropie kwantowe — miary niepewnosci i mieszaniny standw.
> Twierdzenie Holevo — ograniczenia w przesyfaniu informacji klasycznej przez ukfady
kwantowe.
> QRAC - probabilistyczne kody dostepu.

> Zastosowania w kryptografii, komunikacji i obliczeniach kwantowych.
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Kompresja Schumachera
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Kompresja Schumachera

~#\Wprowadzenie

> Kompresja Schumachera to kwantowy odpowiednik klasycznego kodowania Shannona.
> Redukuje liczbe qubitéw potrzebnych do przesytania stanu kwantowego.

> Kluczowe wnioski wynikaja z typowosci kwantowej i entropii von Neumanna.
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Kompresja Schumachera

-#Matematyczne podstawy

> Entropia von Neumanna: S(p) = —Tr(plog p)

> Stan kwantowy: p = 52 p(i)[ha) (s
> Wskaznik kompresji: Roo = S(p)
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Kompresja Schumachera

~#Projekcja na typowa podprzestrzen

> Typowos¢: wiekszos$¢ standw kwantowych mozna wyrazi¢ w typowej podprzestrzeni.
> Projekcja: Pp = typowa podprzestrzefi o wymiarze 25(0),

> Kluczowe: pozwala na wierng rekonstrukcje stanu.
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Kompresja Schumachera

~#Wierna kompresja

> Wzér: n = Rm, gdzie R to stopien kompresji.
» Warunek wiernoéci: > 1— ¢

> Kompresja Schumachera minimalizuje zasoby qubitowe.
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Kompresja Schumachera

~#/naczenie praktyczne

» Zastosowania:

> Optymalizacja komunikacji kwantowe;j.
> Minimalizacja zasobéw w obliczeniach kwantowych.

> Redukcja liczby qubitéw bez utraty informacji.
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Kompresja Schumachera

“=Podsumowanie

» Kompresja Schumachera to fundament kwantowej teorii informacji.
> Umozliwia efektywne kodowanie standéw kwantowych.

> Kluczowa rola w technologii kwantowej przysztosci.
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Kwantowa Korekcja Bfedow

Kwantowa Korekcja Btedow
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~+Wprowadzenie

> Szumy w komunikacji i obliczeniach kwantowych prowadza do btedéw.
> Korekcja btedéw pozwala na ochroneg informacji kwantowe;.
> Inspiracja: klasyczna korekcja btedéw (np. redundancja 3-bitowa).

> Wyzwaniem jest nieprzeszkadzanie w delikatnej superpozycji stanéw kwantowych.
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=#Szumy i btedy kwantowe

> Gtéwne zrédta bteddw:
> Interakcje z otoczeniem (dekoherencja).
> Niedoskonatosci w implementacji fizycznej.
> Typy btedéw:
> Bit-flip (X): |0) — |1), |1) — |0).
> Phase-flip (Z): |0) — |0), |1) — —|1).
> Depolaryzacja: miesza wszystkie stany z rownymi prawdopodobienstwami.
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Kwantowa Korekcja Btedéw

~#Korekcja btedéw w mechanice kwantowe]

> Celem jest detekcja i korekta btedéw kwantowych bez niszczenia stanu.

> Przyktad klasyczny: redundancja 3-bitowa:

0 — 000,
1 — 111.

» W przypadku btedu: |000) — |100), mozna zidentyfikowaé pozycje i skorygowad.
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~#Kodowanie dla bit-flip

> Kodowanie chronigce przed btedem bit-flip:

|0) — |000),
1) — |111).

> Detekcja bteddéw za pomoca pomiaréw stabilizatoréw:

S1 = 21723,
So = Z9Z3.

> Woyniki pomiaréw wskazuja na pozycje btedu.
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Kwantowa Korekcja Bfedow

-#Kodowanie dla phase-flip

> Btad typu phase-flip:

0) = 10),
1) — =[1).

> Kodowanie chronigce przed btedem phase-flip:
) = al0) + BI1) — o] + ++) + B — ——),

gdzie |+) = J5(10) + 1)) i =) = 5(10) —[1)).
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~#Korekcja obu typéw btedéw

> Kodowanie chronigce przed bit-flip i phase-flip:

0y — %qoom + ),

1
1) — —(]000) — |111)).
1) \/5(\ ) — [111))
> Proces korekgji:

1. Wykrycie btedéw za pomoca stabilizatoréw.
2. Aplikacja operatora naprawiajacego na podstawie wynikéw pomiaréw.
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~#Kanat depolaryzujacy

> Opis matematyczny:
Alp) = (1 =p)p+ 3(XpX +YpY + ZpZ).
> Reprezentacja operatoréw Krausa:

KO: Vl_pIa

Klz\/?X7
Ky = \/7Y
Kg_\/;z.

> Depolaryzacja miesza stan z szumem z prawdopodobienstwem p.
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Kwantowa Korekcja Bfedow

~=Twierdzenie o korekcji btedéw

> Warunki poprawnej korekcji btedéw:
(Wil B Eb|t5) = Capdij,

gdzie E, i Ej to operatory btedéw.
> Interpretacja:
> Korekcja dziata, gdy btedy sa rozréznialne w przestrzeni kodowej.
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=+Kod Shora

> Chroni przed bit-flip i phase-flip poprzez 9 qubitéw.
> Kodowanie:

1
|0y — %OOOO) + [111))(]000) + |111))(]000) 4 |111})),

1
1) — ﬁ(\OOO) —[111))(]000) — |111))(]000) — |111)).
> Proces naprawy:

1. Detekcja btedéw przy uzyciu stabilizatordéw.
2. Korekta za pomoca odpowiednich operatoréw.
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Kwantowa Korekcja Bfedow

~#/naczenie praktyczne

» Ochrona informacji w komunikacji kwantowe;.
> Stabilnoé¢ obliczen kwantowych w obliczu szuméw.

> Wyzwania implementacyjne:

> Realizacja fizyczna koddw.
» Minimalizacja zasobow.
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Kwantowa Korekcja Btedéw

“=Podsumowanie

> Korekcja bteddéw jest kluczowym elementem technologii kwantowe;j.
> Opracowanie efektywnych kodéw pozwala na niezawodne przetwarzanie informacji.
> Przyktady koddéw: bit-flip, phase-flip, kod Shora.

> Wociaz trwaja badania nad optymalizacjg zasobdw.
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